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MocKOBCKHii rocy^apcTBeHHbm ynHBepcHTex hm. M. B. JIoMOHOcoBa. 

AHHOTaU,HH 

We give a proof for the decidability of the HDOL ultimate periodicity problem. 



1 BBe/],eHHe. 



1—1, AAcfjaeum - sto nponsBojiBHoe KoneHHoe MHOJKecTBo. Ero sjieMeHTti 6yflyT HasbiBaTbca 
O 1 6yKeaMu. 

OToGpaaceHHe HanajibHoro Kycxa HaxypajibHoro pa^a b ajicJ^aBHT A HasbiBaexca ko- 

■ HeHHbiM cjioBOM (hjih npocTo cjiobom) Hafl, A. MHOJKecTBo KOHeHHbix CJIOB, BKjiioHaa ny- 

■ cToe, o6o3HaHaeTca A*. IlycToe cjiobo oGosHanaioT e. BecKoneHHoe cAoeo, hjih ceepxcAoeo 
S . - 3TO oToGpajKCHHe H3 N B ajicJiaBHT A. MnoacecTBo cBepxcjioB oGosHanaeTca A'^. 

'. /Iji3 KOHeHHoro cjiOBa onpe^ejiena dAuna - KOjinnecxBO 6yKB b hcm. JXimna cjioBa u 
xaKJKe GyjieT oGoanaHaTBcs \u\. Ecjeh cjiobo ui kohchho, to onpeflejiena KOHKameHaiL,uH 
^ ■ CJIOB Ui VL U2 - CJIOBO ?/i«2, nojiyHaioiri;eec3 npHnHCbiBanHeM BToporo k nepBOMy cnpaBa. 
OO ■ Cjiobo v HBjraexca nodcAoeoM cjioBa u, ecjiH u = V1VV2 fl^n^i HCKOTopbix cjiob Vi, V2- 



B cjiynae, Kor^a Vi hjih V2 - nycxoe cjiobo, v HasBiBaexcH uauaAOM hjih cooxBexcTBeHHO 
KOHVfOM cjioBa u. Ha cjioBax cymecxByex ecxecxBeHHaa cxpyxxypa nacxHHHO ynopa^oHCH- 
Horo MHOJKecxBa: Ui ^U2i ecjiH ui 3Bji5iexc5i ho^cjiobom U2- By;i,eM o6o3HaHaxt> ui ^2, 
ecjiH CJIOBO Ui Bxoj\wT B U2 He Menee k pas. 

CBcpxcjioBo W HasbiBaexcH peKyppenmHUM, ccjih jiioGoe ero no;];cjioBo Bcxpenaexca b 
W GecKOHCHHo MHoro pas, HHane roBopa, v ^ W ^ v Cqo W. 
^ '. CBcpxcjioBo W HasbiBaexcH nepuoduuHUM, ecjiH W = uuuuu . . . ji^ji^l ncKoxoporo 
d [ Hcnycxoro u. CaMO cjiobo m, paBHO KaK h ero ^jinna, nasbiBaioxca nepuodoM CBepxcjioBa 
W. CBepxcjiOBO HasbiBaexca saKAWHumeAbHO nepuoduHHUM, ecjiH oho Hpe^cxaBjiaexcH b 
BH^e KOHKaxeHaii;HH W = uW, r^e u - KOHennoe cjiobo, a W - nepHOflHHHoe cBepxcjioBo. 

IIpe^jiojKeHHe 1.1. Ecau ceepxcAoeo saKAWHumeAhHO nepuoduHHO u penyppeHmHO, mo 
OHO nepuoduHHO. 

Mhojkccxbo CJIOB A* Ha^ aji(l)aBHxoM A mojkho cnnxaxt cbo6o^hl.im mohoh^om c one- 
paH,HeH KOHKaxeHan;HeH h eflHHHn;eH - nycxtiM cjiobom. OxoGpajKenne (f: A* ^ B* na- 
sbiBaexca MopcpusMOM, ecjin oho coxpanaex onepaii;HK) Monon^a. Ohcbh^ho, Mop(|)HSM 
flocxaxoHHo sa^axb na 6yKBax aji(|)aBHxa A. MopcJiHSM nasBiBaexcH HecxHpaioiu;HM, ccjih 
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o6pa30M HHKaKOH 6yKBL.i He aBjiaeTca nycxoe cjiobo. Ecjih = 1 AJih jik)6oh 6yK- 

BL.I ttj G A, TO (/9 - KodupoeaHue. Ecjih aji(|)aBHTL.i A m B coBHa^aioT, to Lp nasbiBaeTCH 
nodcmaHoeKou. 

Mop4)H3M MOJKHO npoflOJiJKHTb Ha 6ecKOHeHHoe CJIOBO HO HpaBHjiy: ecjiH u - Hanajio 
IV, TO (^(it) - Hanajio ^iW). 

Ecjih - Taxaa Ho;];cTaHOBKa, hto v^(ai) = flif AJia HCKOToporo cjioBa v h ;i,ji3 Bcex 
k Efi (p^{v) ^ e, TO roBopHTca, hto ip npodoAotcaemcfi Had ai h GecKOHCHHoe cjiobo 

(^°°(ai) := aiV'p{v)ip^{v)ip^{v)ip'^{v) . . . 

HasbiBaeTCH uucmo MopcfiunecKUM, hjih BecKOHeuHou HenodeuotcHou moHKOu MopcJiHSMa </?. 
Ecjih sa^an Mop(|)H3M h: A* ^ C*, to CBcpxcjioBO /i((/9°°(ai)) nasBiBaeTCii MopcpuHecKUM. 

C(|)opMyjiHpyeM Hpo6jieMy aaKjiioHHTejiBHOH hcpho^hhhocth ^jia HDOL chctcm: cy- 
lu^ecmeyem au aAsopuniM, Komopuu no deyM npouseoAbuuM MopcfjusMaM p) u h u Bynee 

01 onpedeAfiem, fieAfiemcfi au MopcfjunecKoe CAoeo /i((/?°^(ai)) saKAWHumeAbHO nepuoduH- 

HUM. 

HSBCCTHO, HTO MOJKHO CHHTaTb Lp HCCTHpaiOmHM, ah- KO^HpOBaHHCM. 3tO CJIC^yeT 

H3 peayjiBTaTa 

TeopeMa 1.2 (cm. |6|, rjiaBa 7). Ecau f : A* ^ B* u g : A* ^ A* - npouseoAhHue Mop- 
(f}U3Mu u f{g°°{cLi)) - BecKOHCHHoe cAoeo, mo mookho naumu manue aAcfjaeum A' , Byney 
a'l G A' , Hecmupawinyn) nodcmanoeKy (p, deucm6yK)Vui,ym na aAcfjaeume A u Kodupoeanue 
T : A' ^ B maKue, umo f{g°°{ai)) = r((/j°°(a'^)). 

^JIH HHCTO MOp(|)HHeCKHX CJIOB ajITOpHTM GblJI HCSaBHCHMO HOCTpOCH B paGoTaX [S] 

H [H], B pa6oTe [12] ^oxasana paapemHMocTb 3aKjiioHHTejit.HOH HepHo^HHHocTH ^jis 
/c— aBTOMaTHBix HocxreflOBaTejiBHocTeH. Pa^ cxojkhx BonpocoB naynaeTcs b paGoTe |10] . 
Bo BpcMH pa6oTt.i Hafl tbkctom h yanaji, hto F.Durand HOCTpoHji [3] ajiropHTM ^jih npn- 
MHTHBHoro cjiyHaa, k MOMCHTy HaHHcaHHs TCKCTa 3Ta pa6oTa ne Gtijia onyGjiHKOBana. 
B HacTosmeH pa6oTe CTpoHTCs ajiropHTM ^jih npoHSBOJibHoro Mop(|)HHecKoro cjioBa: 

TeopeMa 1.3. UpoBACMa saKAWHumeAbHou nepuoduHHOcmu Oasi HDOL-cucmeM paspe- 
muMa. 

Cnanajia ;];ejiaeTC3 pe;];yKn;HH k npHMiiTiiBHOMy cjiynaio, a ajiropnTM hphmhthb- 
Horo cjiynaa (ocHOBHaa nacTb pa6oTbi) CTpoiiTca c HcnojibsOBaniieM tcxrhkh cxcm Posh 
H ocHacTOK. HoHHTHH cxcM Po3H H ocHacTOK 6l.ijiii onpe^ejieHBi B pa5oTe [51 flji3 Hene- 
pHo;];HHHt.ix CBepxcjioB; no npHHHHe Toro, hto ;i,jia nponsBOjiBHbix peKyppeHTHbix cjiob 

(|)OpMyjIIipOBKH MHOrnX 4)aKTOB O CXCMaX Po3H HCMHOrO OTJIHHaiOTCa, B HacTOHmefi CTa- 

Tbe Bce 4)aKTL.i, CBasannbie co cxcMaMU, ;i,OKa3L.iBaioTca sanoBO. 

2 CBe/],eHHe k npHMHTHBHOMy cjiynaio. 

Onpe^ejieHHe 2.1. Ho^cTaHOBKa Lp HastmaeTca npuMumuenou, ecjiii cymecTBycT Taxoe 
A; G N, HTo fljiH jiroGoii GyxBti & A b oGpase ip''{ai) co^epjKaTca Bce 6yKBL.i us A. 
Ecjih ip npofloxracaeTCH na^i; ai, to CBcpxjioBO h{(p°°) ^jih npoHSBOJiBHoro h nasbiBaeTCH 
npuMumuenuM MopcfiunecKUM caogom. 

Onpe^ejieHHe 2.2. MaTpHn;a no^cTanoBKn - 3to Taxaa MaTpHn;a, y KOTopoii b i—M 

CTOJl6lI,e B J— it CTpOKC CTOHT HHCJIO BXOJK^eHHH 6yKBL.I ttj B (p{ai) . 
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IIpe^jiojKeHHe 2.3. UodcmaHoeKa (p HGAHemcH npuMumueHou mozda u moAhKO mosda, 
Kosda Henomopafi cmenewb ee MampuiL,u cocmoum us noAOMCumeAtHux hucca. 

HycTb HMeexca opaKyji, Koxopbifi ^jih hphmhthbhoh no^cxaHOBKH 6yKBL.i a h Mop- 
(|)H3Ma / (to ecTb ^jia xpoiiKH {g,a,f}) roBopHX, SBjiaexca jih f{g°°{a)) nepHO^HHHBiM h 
ecjiH 3Bji3exc3, KaKOH y Hero nepno^. 

IJ,ejiB ^aHHoro paa^ejia - ^jih npoHSBOjibHbix HecxHpaiomero Mop(|)H3Ma (f, Ko^npo- 
BaHHa h H 6yKBt.i ai HayHHXbCH oxBenaxb na Bonpoc, sBjiaexca jih cBepxcjioBo h{if'^{ai)) 
HepHOflHHHbiM, HCHOJibsya 3xoro opaKyjia. (nnxepecHo, 3xo oflymeBjieHHoe cymecxBHxejib- 
Hoe?) H;];ea saMCHbi Mop(|)H3Ma na pacxymnfl h Bbi^ejieHHSi chjibhocbhshoh KOMnoHenxbi 
Gbijia noHepnnyxa b [Ij. 

TeopeMa 2.4. nycmb - nodcmanoeKa, deucm6ymm,a}i na aAcfjaeume A, h - MopcfjusM 
U3 A* 6 B* , u - KOHCHHoe CA060 U3 B* . Tozda cym,ecm6yem aAsopuruM, npoeepRmmuu, 
ecmpeHaemcfi au u e CAoee W = h{ip°°{ai)) u, ecAU ecmpeHaemcsi, KoneHHoe au hucao 
pas. 

floKaaameA'bcmeo. Hycxb \u\ = n. OneBH^Ho, mojkho cHHxaxt., hto Bce GyKBbi ajicjDaBHxa 
A BcxpexaxcH b (p°°{ai). Taxace mojkho cHHxaxb, hto Bce GyKBbi aji4)aBHxa BcxpenaioxcH 
B ip{ai) (HHane bosbmcm nyacnyio cxenenb Mop(|)H3Ma). Ecjih a G A, xo Xn(a) ^ sto hhcjio 
BxojK^eHHH cjioBa u B h{ip''{a)), lk{a) h ^k{o) ^ sto ;i,Ba cjioBa j\jmmA n, HBji3ioin;HecH, 
cooxBexcxBCHHO, HaHajioM H Kon;oM h{Lp^{a)). Ecjih \h{Lp^{a))\ < n, xo lk{ci) = rk{a) = 
h{p\a)). 

06o3HaHiiM Ha6op us 2\A\ cjiob: rk{ai) ii /fc(aj) ^jih Bcex G A. Hncjia Xkio-i) 
oGpaayiox BCKxop Xk- 

Ecjih ip{ai) = ai^ai^ . . . a^^, xo 

h{p^+\a,)) = /i(/(a,J)/i(/(a,J) . . . h{v''{a,J). 

Cjiobo nojiynaexcH, ecjiH Bsaxb nepBbie n 6yKB cjioBa lk{ci'ii)lk{o,i2) ■ ■ ■ h{ciik)- Cjiobo 
Tfc+i nonynaexcH, ccjih Bsaxt. nocjie^HHe n 6jkb cjioBa rk{ai^)rk{ai^) . . .rk{ai^). Cxajio 
Gbixb, Ha6op VLk+i o^HosHaHHo onpe;];ejiJiexcji no Ha6opy VLk. Tax xax pasjiiiHRbix Ha6opoB 
He Gojibine, neM li^pl"^'", xo Hocjie^oBaxejibHocxb Vt^ 3aH,HKjiHxcji. 

Cjiobo h{ip^^^{a.-^) j^ejiwicii na Gjiokh h{ip^ [ai^,)) , h bxojk^^chhh u b h{ip^^^{ai)) 6t>iBaiox 
^Byx xhhob: xe, Koxoptie n;ejiHKOM jieJKax b KaKOM-jinGo 6jioKe ii xe, Koxopbie npiina^Jie- 
jKax xoxa 6l.i ^ByM 6jioKaM. Kojihhccxbo nepBbix paBHO Xkio-h) + Xfc(flj2) + ' ' ' + Xkio-im)- 
3xo Hiicjio paBHo 2— H KOMnoHCHxe BCKxopa Mxki r^e M - 3xo Maxpima no^cxanoBKH ^p. 

KojiHHecxBO BxojK^eHHH, npiiHa^JiejKamiix xoxa 6l.i ^ByM 6jioKaM, mojkho bbihiicjihxi. 
no Vtk- TaKHM o6pa30M, Xk+i = ^Xk + f{^k)- 

Hycxb nocjie^oBaxejibnocxb na6opoB VL^ nepnoflnnna nannnaa c = /cq, n ^jinna 
nepHo;i,a paBna T. ToTj\a. nojiynnM 

Xfco+(fc+i)T = M(M(. . . {Mxko+kT+f{^ko+kT)) + - ■ ■ ))+/(ilfco+(fc+i)r-2)) + /(^^fco+(fc+i)r-i)- 

PacKpoeM Bce ckoGkh: Xko+{k+i)T = M'^Xko+kT + C jxjis nexoxoporo BCKxopa C c neox- 
pHn;axejibnL.iMH KOMnonenxaMH. 

BcnoMnHM, nxo nac nnxepecyex noBe^^enne nepBoii KOMnonenxbi BCKXopa Xk npn k, 
cxpeMameMca k 6ecKonennocxH. OneBH^no, Xki^i) = xor^a n xojibko xor^a, Kor^a 
\Xk\ = 0, xo ecxb u ne hbjihcxch no^cojioBOM W xor^a n xojibko xor^a, Kor^a C = n 
Xto = 0. 
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JXajiee na^o yanaxb, cxpeMHTca jih k 6ecKOHeHHOCTH Xk{0'i)- Hycxb C 7^ 0. Tor^a 
Xko+kT > C+MC+M'^C+. . . M^C (s^ecb cpaBHeHHe noKoop^HHaxHoe.) Ho y MaxpHn; 
nepBbie cxoji6n;t.i cocxohx h3 ij,ejiL.ix nojiojKHxejibHbix hhccji, cjie^oBaxejibHo, Xko+kriO'i) > 
k M u Bcxpenaexca b W 6ecKOHeHHO mhoto pas. 

Hycxb C = 0. Cjiobo u Bcxpenaexca b W GecKoneHHoe hhcjio pas xor^a h xojibko 
TOTjxa., Kor^a cymecxByex xaxoe i < hxo ai Bcxpenaexca b (/7°°(ai) GecKoneHHo mhoto 
pas H Xko{ai) > 0. 

EcjiH ai Bcxpenaexca b (p{ai) xoxa 6t.i ^Ba pasa, xo Bce GyKBbi Bcxpenaioxca b (p°°[ai) 
GecKOHCHHo MHOTO pas. Hycxb ui Bcxpenaexca b f{ai) oj^hh pas. PaccMoxpHM opnen- 
xHpoBaHHbm rpacj) G^, y KoxopoTO \A\ Bepmnn - 6yKBL.i aji(|)aBHxa v4 h hs BepniHHbi, 
cooxBexcxByromefi a^, b aj Be^ex pe6po xor^a h xojibko xor^a, Kor^a aj G (p{ai). B 
ecxB nexjiH na BepniHHe oi, y^ajiHM ee. Hexpy^Ho nonaxt, hxo BcxpenaexcH b W 6ec- 
KOHeHHoe HHCjio pas xor^a h xojibko xor^a, Kor^a b nojiyneHHOM rpac|)e cymecxByex 
caMonepeceKaiomHiica: nyxb hs ai b a,. A sxo CBoiicxBO rpa(|)a jierKO npoBepaexcH. 

□ 

Cjie^CTBHe 2.5. TanuM o6pa30M, mookho onpedeAumh, eepno au, htjio ceepxcAoeo 3a- 
KAWHumeAhHO nepuoduHHO c dannuM nupuodoM u, mo ecrm> eepno au, umo ece CAoea 
Oauhu \u\, Komopue 6ecK0HeHH0 mhoso pas ecmpeHammcH e W , ReAfimmcn iL,UKAUHecKU- 
Mu cdemaMU u. 

^ajiee Lp - HecxHpaiomHH Mop(|)HSM wi A* b A* , h - KOflnpoBaHHe hs ^4 b 5, W = 
Cjiobo w ^ A* 6jjieM nasbiBaxb Lp— ospanuneHHUM, ecjin nocjie;];oBaxejibHocxt> 

nepHo;i,HHHa HanHHas c neKoxoporo MOMenxa. B npoxHBHOM cjiynae, — ?■ 00 npn 
77, — )■ 00 H CJIOBO w HasbiBaexca (p—pacmyinuM. OieBHflHO, cjiobo hbjihcxch orpaHHHeHHbiM 
xor;];a ii xojibko xor;i,a, Kor;];a oho cocxohx hs orpaHHHeHHbix 6yKB. 

TeopeMa 2.6. Cymecmeyem aAsopumM, Komopuu onpedeAfiem, kohchho au e ^°°{a) 

HUCAO paSAUHHUX if— OZpaHUHCHHUX UodcAOB. EcAU 31710 HUCAO 6eCK0HeHH0, UIO MOOfCHO 

npoeepumb, ReARemcH au W nepuoduuecnuM. Ecau oho kohchho, mo ece amu CAoea 
aAsopumMunecKU naxodnmcfi. 

/l^oKasameAhcmeo. Hpe^K^e bccto oxmbxhm, hxo Bce Bospacxaiomne GyxBti ajiTOpnx- 
MHHecKH Haxo^axca (cm., nanpHMep, [1]). JJ^ajiee pacxymne 6yKBt>i Gy^cM HHcaxb KaK 

ai, 02 H X.fl. 

HocxpoHM opHeHXHpoBaHHBiH rpacj) Q, Ha pe6pax Koxoporo 6y^yx saHHcanti ynopa- 
flOHCHHtie iiapti cjioB. BepniHHaMH sxoro rpacjaa 6yflyx cjiyacnxb pacxymne 6yKBL.i hs 
A a xaKJKc BceBosMOJKHBie yHopaflOHCHHtie napti 99— pacxymnx 6yKB. Bbc^^cm cJdhkxhb- 
Hyio 6yKBy t, xaxjKe k BepmnnaM Q flo6aBHM BceBosMOJKHbie napbi BH^a a^t, r^e - 

pacxymaH GyxBa. 

Hs BepmHHL.1 Oj b aj nj^eT pe6po, ccjih aj G Oj. Ha xaxnx peGpax napa cjiob - {e, e} 
(e- nycxoe cjiobo). Hs BepniKHbi Oj b Ujak Bej^eT peGpo co cjioBaMH {u,e}, ecjin ^jia 

HCKOXOpOTO (/?— OrpaHUHCHHOTO CJIOBa U CJIOBO ttjUttk 3BJI5ieXC3 no;i,CJIOBOM V?(ai) (hs Oj B 

ajttk Moryx bccxh hcckojibko peGep.) Hs Oj h ait Bepjei no peGpy c napofi {00 ,6} b a^t, 
ecjiH u - 99— orpaHHHeHHoe ii v?(ai) oKaHHiiBaexca na ajU. 

Hs ttittj Be^ex pe6po b a^a/ c napoli orpaHHHeHHbix cjiob {co'i;a;2}, ecjiH ^p{ai) 
KOHHaexca na akOJi-, a '~p{a2) HanHHaexcH na uJ2ai. 
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IIpe^jiojKeHHe 2.7. Uycmb A; G N. PaccMompuM KaKou-Hu6ydb nymb Oauhu k no pe6- 
paM 2pa(^a Q, euxod^iiu,uu us oi. UocAedoeameAbHocmb nap CAoe na pe6pax amoso nymu 

{Ui, Vi}, {U2, V2},..., {Uk, Vk}. 

To2da 6 i~p'^{ai) ecmb (p—HepacmupsieMoe CAoeo 

Uk(piuk-i) . . . /■"^(Mi)/"^(fi)/"2(t;2) ...Vk. 

Upu amoM, ecAU nymb OKauHueaemcfi na aittj, mo ecmb exocHcdenue amoso CAoea, 06- 
paMACHHoe 6yKeaMu ai u aj. 

Hao6opom, Amdoe ip—ozpanuHeHHoe nodcAoeo (p''{ai) mochchho noAynumb, noAynue 
CAoeo no ynasaHHOMy npaeuAy CAoeo u esfie eso nodcAoeo. 

3to HecjiojKHo noKasbiBaexcH HH^yKi^Hefi no k. 

ITepEbiH cjiynafi: b jiioGom opneHTHpoBaHHOM ii;HKjie rpa(|)a Q, flp KOToporo mojkho flp- 
6paTbC3 H3 Oi, Ha peGpax ij,HKjia HanncaHbi napti nycxtix cjiob. Torfl^a b jiioGom nyTH, bbi- 
xoflHmeM H3 BepniKHbi ai, hhcjio peGep, na Koxopbix HanHcanbi ne nycxbie cjioBa, ne npe- 
bocxo;];ht KOJiHHecTBa BepniHH b Q. Cjie;];oBaTejit.Ho, hhcjio pasjiHHHbix orpaHHHeHHbix 
CJIOB KoneHHO, a no rpa(|)y Q MOJKno nx Bcex nanxn. 

BTopoii cjiynan: ecxt n;HKji, n b 3tom n;HKjTe ne Bce cjioBa nycxtie. HycTB, nanpnMep, 
B n;HKjie ecxt napti cjiob, b Koxoptix nepBoe cjiobo ne nycxoe. Tor^a nexoxopon 6yK- 
Bbi tti H nenycxoro orpannnennoro u, cjiobo f{ai) OKannnBaexca na Oj-u. 06pa3 u npn 
noflcxanoBKe (f 3an;HKjiHXCH. Cjie^oBaxejitno, ^jia nexoxoporo nenycxoro cjioBa U fl,Jis 
j[io6oro k eN cjiobo h{U^) aBjiaexcH iioj\cjiobom W . Torj^a. CBepxcjiOBO W saKjnonnxejib- 
no nepnoflHHno ecjin n xojibko ecjin ono saKjnonnxejibno nepno^^nnno c nepno^^OM h{U). 
A npoBcpaxb, ecxb jin saKjnonnxejibnaa nepnoflHinocxL. c ^annbiM nepno^^OM yMecM (cm. 
cjie;i,cxBHe I2.5p . 

□ 

Hycxb - MnojKecxBO Bcex y)— pacxymnx 6yKB, - MnoJKecxBO (/?— orpannnenntix 
noflCJiOB CBepxcjiOBa (/9°°(ai)(BKjiiona5i nycxoe). MoJKno cnnxaxt, nxo -B^ Konenno n nxo 
MBi 3naeM Bce cjiOBa b B^p. PaccMoxpnM (Konenntin) ajicJ^aBHX C, cocxo5Iii];hh h3 chmbojiob 
[tiwt'], Tf\e tut' 6yKBL.i I^, a w - cjiobo h3 B^p n cjiobo twt' jiBjiaexca no^cjiOBOM Lp°°{a). 

OnpeflejiHM Mop(|)H3M ip : C* C* cjie;i,yioiii,HM o6pa30M: 

l/j^tlUt']) = [tiWt2][t2Wt3] . . . [tkWktk+l], 

rfle ip{tw) = WQtiW]t2 . . .tkw'f,, cjiobo f(t') nannnaexca c w'^tk+i n = w[w'^ (cjioBa w,, 
H w'l npHna;];jie>Kax B^). 
TaKJKe onpe^ejiHM / : C* — )■ A* no npaBnjiy 

f{[twt'])=tw. 

IIpe^jiojKeHHe 2.8. Bce 6yKeu aAcfjaeuma C neAfimmcfi ip—pacmyuifUMU. 

/JoKasamcAbcmeo. 3aMexHM, nxo b ilj'^{[twt']) cxojibko jkc 6yKB, ckojibko b cjiobc f^{t) 
pacxymnx 6yKB. OncBH^^no, b o6pa3e (f{t) ox npoH3BOJibnoH 6yKBt.i t & co;i,ep>KHxc3 
xoxH 6l.i o^na 6yKBa n3 Bojiee xoro, b cjiobc j\Jiii ncKoxoporo n co^epacaxca 

xoxH 6t.i ^Be 6yKBt.i h3 nnane v'"(t) = Wnti„Vn (r^e Wn n Vn npnna^JieJKax B^p) n \(p"'t\ 
orpanHHenno. □ 
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riycTb '^°°{a) HMeex bh^ aiWia2 ■ ■ ■ , r^e 01,02 G I^, Wi G B^,. Tor^a, necjiojKHO 
yGeflHTbCH, HTo ^jiH jiio6oro n cjiobo (p'^{a) HBjiaexca HanajioM cjioBa f{'i/j"'{[aiWia2])), 
cjie^oBaxejiBHo, cjioBa W n {h o [01^102])) coBna^aioT. SaMexHM, hto Mop(|)H3M 

h' = ho f jiBjiaeTca HecTHpaiomHM. 

SaMenaHHe 2.9. KoHcmpyKv^usi MopcfiusMa ifj ecmpenaAacb e pa6omax ^ [^. 

PaccMoxpHM opHeHTHpoBaHHBiii rpa(|) G<^, BepniHHaMH Koxoporo HBjiaioTCil 6yKBL.i 
ajicJ)aBHTa C, h h3 Cj Be^ex cxpejixa b Cj xor^a h xojibko xor^a, Kor^a Cj co^epjKHXca b 
ip{ci). Hycxt. D - CHJit.HOCB33Ha5i KOMnoHeHxa 3xoro rpa(|)a, Koxopoli mojkho ^ohxh 
no cxpejioHKaM h3 [01^102]. Tor^a ■0 mojkho paccMaxpHBaxb Kax mop4)H3m h3 D* b D*. 
CymecxByex 6yKBa d & D n naxypajiBHoe k xaxoe, hto ip^{d) nanHHaexca c d. 06o3HaHHM 
p = Cjiobo p°°{d) HBjiaexca 6ecKOHeHHt>iM cjiobom, Bce KOHeHHbie no^cjioBa Koxopo- 
ro SBjiHioxcH no;i,cjiOBaMH ?/'°°( [0110102]). Cxajio Gbixb, Bce KonenHbie no;i,cjioBa h'{p°°{d)) 
3BjiHioxca noflCJiOBaMH W. Ohcbhaho, hxo Mop4)H3M p 5iBji3exc3 npHMHXHBHbiM B orpa- 

HHHeHHH Ha D*. 

CnpocHM opaKyjia o nepHo;i,HHHOcxH CBepxcjiOBa h'{ip°°{d)). Ecjih oho Henepno^^HH- 
Ho, xo B 6ecKOHeHHo mhofo cnei^HajibHtix cnpaBa ho^cjiob h caMo W ne sBjiaexca 

3aKJIIOHHXejIBHO nepHOflHHHblM. 

EcjiH >Ke opaxyji cKa3aji, hxo CBepxcjioBo h'{if)'^{d)) nepHo^HHHo h ero nepno^ - cjiobo 
u, xo, ecjiH W 3aKjiioHiixejibHO nepiio^nHHO, ero nepiio^oM HBjiaexcH xo ace caMoe cjiobo 
u. CorjiacHO cjiejcxBiiio 12. 5^ mbi mojkcm npoBcpHXb, Bcpno jih, hxo h'{ilj°°{d)) 3aKjiioHH- 
xejiBHo nepiio;];HHHo c nepHOflflu u. TaKHM o6pa30M, yxBepjK^eHHe xeopeMbi 11.31 Bepno, 
ecjiH pa3memHMa npoGjiCMa nepHOflHHHOcxH ^jih npHMHXHBHbix MopcJinnecKHX cjiob. 

3 rpa(})bi H cxeMbi Posh. 

Hycxt. W - GecKOHeHHoe cjiobo. /pag5 Po3u nopRdna k 3xoro CBepxcjioBa o6o3HaHaexc5i 
Gk{W), ecjiH ace nonaxno, o KaKOM cjiobc ii;i,ex penb, xo 6yfl,eM nncaxb npocxo Gk- BepniH- 
HaMH 3xoro rpa(|)a sBjiHioxca BceB03Mo>KHL.ie pa3jiHHHt.ie Ho;];cjioBa CBepxcjioBa W, HMeio- 
mne fljiHHy k. JJ^se BepmnHbi rpa(|)a ui h U2 coe;i,HHaioxcH HaHpaBjreHHbiM peGpoM, ecjiH b 
W ecTh xaKoe ho^cjiobo v, hxo |f | = k + 1, v[l]v[2] . . . v[k] = ui n v[2]v[3] . . .v[k + l] = U2. 
(SaHHCb v[{\ o6o3HaHaex z— xyio 6yKBy cjioBa v.) 

EcjiH w - Ho^cjioBO W ^jiHHbi k + I, CMy cooxBexcxByex b Gk nyxt ^jiHHbi /. 3xox 
Hyxb Hpoxo^Hx HO pe6paM, cooxBexcxByiomHM no^cjioBaM cjioBa w ^jihhbi k + 1. 

CBOHCXBa W, Koxopbie onpe^ejiHioxcii mhojkccxbom ero kohchhijIX ho^cjiob, mojkho 
onpeflejrHXb, snaa nocjieflOBaxejibHocxb ero rpa(|)OB Po3h. Tax, peKyppenxHocxb W 03Ha- 

HaeX, HXO BCe rpa4)t.I Gk 3BJI3I0XC5I CHJIbHOCB33Ht.IMH, a nepHO;];HHHOCXt. - xo, HXO npH 

HeKoxopoM k rpacj) Gk aBjiaexca n;iiKjioM. H3 12.41 cjiepyeT, hto Mop(|)HHecKoro cjioBa 
H jiio6oro k no Mop(j3H3My mojkho ajiropnxMHnecKH nanxn rpa(|) Gk- HoBe^^enne ace no- 
cjie;];oBaxejit.nocxH rpa(|)OB Gk onpe^ejinxt. 3axpyflHHxej[i.Ho; ^Jia ncKoxoporo no^Kjiacca 
nncxo Mop(|)HnecKHX cjiob sxo 6t.ijio c^ejiano b paGoxe |H]. 

CxeMbi Po3H xaKJKe onpe^ejiaiox MnojKecxBO ero Konenntix no^cjioB, no npn sxom hx 
noBe^enne npoiu;e onncbiBaexca. 

FpacfjoM CO CAoeaMU Gy^CM na3t.iBaxB cnjibnocB5i3nt.iH opnenxnpoBannbin rpacj), y ko- 
xoporo na Kaac^oM pe6pe nanncano no ^Ba cjioBa - nepednee n sadnee. TaKJKe noxpeGycM, 
nxoGbi KaJK^aa Bepmnna jih6o hmccx Bxofl5iiu;yio cxenenb 1, a ncxo/i;5iin;yio 6ojiBme 1, jih6o 
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Bxoflflmyio CTeneHb 6ojii>me 1 h Hcxoflamyio CTenenb 1. BepniHHbi nepsoro Tnna naaoBeM 
paadammuMU, a BToporo - co6upan)muMU. 

nymb B rpacj^e co cjioBaMH - 3to nocjie^^oBaxejibHOCTb pe6ep, Kaac^^oe cjie;];yioiri;ee 

H3 KOTOptlX Bt>IXO/],HT H3 TOH BCpLUHHbl, B KOTOpyiO BXOflHT npeflblflymaH. CuMMeVfipUH- 

Huu nymh - sto nyTb, iiepBoe peSpo Koroporo HanHHaeTca b co6Hpaioiri,eH BepniHHe, a 
nocjieflHee peSpo KOHHaeTca b pa3flaioiii,eH. 

KaacflBiii nyxb MoacHO sanncaTB cjiobom nafl aji4)aBHTOM - MHoacecTBOM pe6ep rpa4)a, 
H 3TO cjioBO HasbiBaexcH pe6epHou sanuctm nymu. Hnorj^a mbi 6y;^eM OTOJK^^ecTBjiHTb 
nyTb H ero peGepnyio aanncb. Pe6po nyxn s, H^ymee i-TbiM no cneTy, 6yfleM o5o3HaHaTb 
s[{\. fljis flByx nyTen Tax ace, xax h fljis cjiob, oiipeflejienbi OTHomenHfl nodnymu (nnmeM 
si E S2), nanajia h KOHV,a. KpoMe Toro, nnmeM si Qk S2, ecjin fljia cooTBeTCTByiomHx 
CJIOB ui n U2 - pe6epHbix sanHceii nyTeii si h S2 - BbinojiHeno ui Cfc U2- Ecjih nocjieflnee 
pe6po nyTH Si h^^ct b xy ace BepniHHy, h3 KOTopoi! bbixo^^ht nepBoe pe6po nyxn S2, nyxb, 
pe6epHaa aanncb KOToporo aBjiaexca KOHKaTeHaij,HeH peGepnbix sanHceft nyTeM Si h S2, 
GyfleM o6o3HaHaTb S1S2. 

SaMenaHHe 3.1. OnpedeAenuH nymu, nodnymu, pe6epHou sanucu, nanajia u KOHV^a umc- 
wm CMUcji dAH jiK)6ux opuenmupoeaHHux spacpoe. 

'Q's.ejxeM noHHTHe nepedneso CAoea F{s), coomeemcmeyi€UJ,eso nymu s e spacfie co cao- 
eauu. HycTb V1V2 ■ ■ - Vn - peGepnaa aanncb ny™ s. B V1V2 ■ ■ - Vn BosbMCM noflnocjieflo- 
BaTejibHOCTb: bkjiiohhm b nee fi, a TaKsce Te h tojibko xe pe6pa, Koxopbie BbixoflflT h3 
pa3flaioiii,Hx BepniHH rpa4)a. 3th peSpa naaoBeivi nepednuMU o6pa3yK)muMU Oah nymu s. 
BosbMeM nepeflHHe cjiOBa sthx pe6ep h sannmeM hx nocjieflOBaTejibnyio KOHKaTenai^Hio, 
TaM nojiynaeM F{s). 

AHajioFHHHo onpeflejiHCTCH B{s). B V1V2 ■ ■ - Vn BosbMCM pe6pa, Bxoflamne b coGnpaio- 
mne BepniHHbi h pe6po f„ b iiopaflKe cjieflOBanHa - sto sadnue odpasywmue Oah nymu 
s. Tor^a nocjieflOBaTejibHoii KOHKaTeHaii,HeH aaflnnx cjiob sthx pe6ep nojEynaeTca aadnee 
CAO60 B{s) nymu s. 

Onpe^ejieHHe 3.2. FpacJ) co cjroBaMH Sy^eT flBjrjiTbCfl cxcmou Po3Ufl,jia peKyppenTHoro 
CBepxcjroBa W, ecjin oh yflOBjieTBopaeT cj[eflyion],HM CBoiiCTBaM, KOTopbie b flajEbmefimeM 
SyflyT HasbiBaTbCfl ceoucmeaMU cxcm Po3u: 

1. FpacJ) CHjibHOCBaseH h coctoht Gojree hcm h3 OflHoro pe6pa. 

2. Bee pe6pa, Hcxofl5iiLi,He h3 oflHott pa3flaiom,eH BepmiiHbi rpa4)a, hmckdt iiepe^Hiie 
cjroBa c nonapHO pasHbiMH nepBbiMH GyKBaMH. Bee peGpa, Bxo/j,Hiii,He b o/j,Hy coGh- 
paion],yio BepniHHy rpacjja, hmciot aaflnne cjrona c nonapno paanbiMH nocjreflHHMH 
6yKBaMH. 

3. rHjiH jrio6oro CHMMeTpn^Horo nyTH, ero nepeflnee h sa^nee cjiOBa coBna^aiOT. To 
ecTb Moacno roBopnTb npocTO o cjiobc CHMMCTpHnnoro nyTH. 

4. Ecjin ecTb ^Ba CHMMeTpHnnbix nyTH Si n S2 h Bbinojineno F{si) F{s2), to 

■Sl Qk S2- 

5. Bee cjroBa, nanHcannbie na peGpax rpa4)a, sBjiaioTca noflCJioBaMH W. 

6. J^Jia. jnoSoro u - noflCjroBa W cyni,ecTByeT CHMMeTpHnnbiii nyTb, cjiobo KOToporo 
coflepacHT u. 
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7. ^JiH jiio6oro pe6pa s cymecxByex xaKoe cjiobo Us, npHHa^jieacamee W, mo jiioGoh 
CHMMeTpHHHbiH njTh, CJIOBO KOToporo co^epjKHT Ug, npoxo^HT HO pe6py s. 

B pa6oTe [5] noHaxne cxeM Posh bbo^hjiocb tojibko ^jih Henepno^HHecKHX cjiob. 
JleMMa 3.3. nycmb S - npouseoAtHuu spacf) co CAoeaMU. 

1. EcAU nymb Si OKaHHueaemcsi e pasdammeu eepmune u e smou otce eepmune huhu- 
Haemcfi nymt S2, mo F{siS2) = F{si)F{s2)- 

2. EcAu nymb Si oKaHuueaemcfi e co6upa}om,eu eepmune u e amou Dice eepmune na- 
Hunaemcfi nymh S2, mo B{siS2) = B{si)B{s2) ■ 

floKasameAbcmeo. LMnoacecxBO oGpasyiomHX nepe;i,HHX pe6ep nyxH S1S2 - 3to b toh- 
HOCTH oGpasyiomne nepe^^nne pe6pa nyxH si h oGpasyiomne nepe^HHe pe6pa nyTH S2, 
sanHcaHHbie nocjie^oBaxejitHo. 

2.MHo>KecTBo oGpaayiomHx aa^HHx pe6ep nyxH S1S2 - sto oGpaayiomHe aa^HHe pe6pa 
nyxH Si H o6pa3yioin;He sa^nne pe6pa nyTH S2, sanncaHHtie nocjie^oBaxejitHO. □ 

CjieflCTBHe 3.4. Ecau Bar spacfja co CAoeaMU S eunoAneno ceoucmeo 3 cxcm Posu, s - 
cuMMcmpuHnuu nymt e S, Si - npouseoAbnuu nymh e S u Si ^ s, mo F{si) C F{s). 

JleMMa 3.5. Uycmb S - epacfi co CAoeaMU, Oasi Komopozo eunoAneno ceoucmeo 3 cxcm 
Po3u. Ecau Si u $2 - dea cuMMcmpuunux nymu manux, umo Si Cfc S2, mo F{si) 

JJoKasamcAbcmeo. HycTb V1V2 . . . f „ - peGepnaa sannct nyxH S2, a W1W2 ■ ■ ■ Wm - pe6ep- 
Haa aanncb si. J^ns Kaac^oro BxojK^eHHsi cjioBa W1W2 ■ ■ ■ Wm b cjiobo V1V2 ■ ■ - Vn paaoGtcM 
CJIOBO V1V2 . . . Ha flfie HacTH. Ty nacxb, Koxopaa naxoflHxca npaBce cooxBexcxByioin;ero 
BxoJK^eniia 6yKBbi Wm, naaoBCM nymeeuM Konu,OM, a ocxajitnoe - nymeeuM nauaAOM. 
TaK KaK pe6po Wm bxo^hx b paa^aiomyio Bepmnny, xo jiio6oe nyxcBoe nanajio hbjihcxch 
CHMMexpHHHbiM HyxeM, a nepBoe pe6po jiio6oro nyxcBoro KOHi];a aBjiHexcH b nyxH S2 ne- 
^ejxwM oGpasyiomHM peGpoM. Ecjih h Se - nyxcBbie nanajio h Konen; cooxBexcxBCHHo, 
xo F{s2) = F{sb)F{se), npH 3XOM F[sb) oKaHHHBaexcH Ha F{si). fl^Jis flOKasaxejibcxBa 
jieMMbi ^ocxaxoHHo HOKasaxb, hxo Hepe^nne cjioBa jiioGbix jxbjx nyxcBbix KOHn;oB pasjiHH- 
Hbie. JJ,Jis jiio6oro nyxcBoro KOHn;a Se mhojkccxbo ero nepe^^Hnx oGpasyiomHX pe6ep - sxo 
xe nepeflHHe oGpaayromne pe6pa nyxn S2, Koxoptie naxo^Hxcji b Se- Ho ^jih pasjiHHHtix 
nyxeBbix kohii,ob xaKiie noflMHOJKccxBa bjio^kchbi o^ho b ^pyroe, a xaK KaK ^jih jiioGoro 
nyxeBoro KOHii;a ero nepBoe pe6po SBjiaexca oGpasyiomHM, xo ohh Bjioacenbi cxporo. □ 

Onpe^ejieHHe 3.6. CHMMMexpHHHt.m nyxb s HaatiBaexca donycmuMUM, ecjiii F{s) C 
W. 

JleMMa 3.7. Uycmh S - zpacfj co CAoeaMU, Oasi Komoposo e npuMcnenuu k ceepxcAoey W 
eunoAnenu ceoucmea 1 — 6 spacfjoe Posu. Ecau u C W , mo e cxcmc S ecmh donycmuMuu 
nymh s manou, umo u C F{s). 

JJ^OKaaamcAbcmeo. Hycxt Imax ^ MaKciiMajibHaa h3 ^jiiih cjiob na pe6pax S. TaK KaK 
CBepxcjioBo W pcKyppcHXHo, xo B HCM ccxB BxojK^cHHe cjioBa u xaKoe, Hxo nepBaa 6yKBa 
3xoro BxojK^eHHs HMeex b W noMcp Gojree /max- PaccMoxpHM w - noflCjroBo W , HMeioiLi,ee 

BH^ U1UU2, r^e \Ui\ > Imax, \U2\ > Imax- CoFJiaCHO CBOHCXBy 6, B CXCMC S CymCCXByCX 
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CHMMeTpHHHMH nyXb Si XaKOH, HTO W C F{Sl). MOJKHO CHHTaXb, HTO Si - MHHHMajIbHblH 
(oTHOCHXejIbHO □) CHMMeTpHHHblH nyXb C XaKHM CBOiiCTBOM. 

HycTb V1V2 ■ ■ ■ Vn - peGepnaa aanncb sxoro nyxH. HycTb Vm - nocjie;i;Hee peGpo, sbjis- 
lomeecH nepe^HHM o6pa3yioiri;HM ^jia nyxH Si. 3to jih6o Vi, jih6o pe6po, BL.ixofl5iiri;ee h3 
paa^^aiomeH BepmnHbi. Ecjih Bepno nepBoe, to b nyTH si tojibko o^ho nepe^nee oGpasy- 
lomee pe6po h < /max, npoxHBopeHHe c ;];jihhoh cjioBa w. 

SnaHHT, MoacHO paccMoxpexb CHMMexpHHHbm nyxb c peGepnofl aanncbio V1V2 ■ ■ ■ fm-i- 

Hs MHHHMajIBHOCXH Si CJie;i,yeX, HTO W 2 F{viV2 ■ ■ ■ "Uni-l)- 

Paccy>K;];a3 anajiornHHO, nojiy^HM, hto ecjiH ^ nepBoe pe6po, HBjiHiomeeca sa^HHM 
oGpasyiomHM, to w ^ F{vn2Vn2+i ■ ■ ■ Vn)- JXoK&jneM cjie;i,yioiii;Hfi (|)aKx: n2 < ni. B caMOM 
^ejie, HHane, b CHjiy MHHHMajibHocxH n2, cpe^H pe6ep Vi,V2, ■ ■ ■ Vm hh o^ho He bxo^hx b 
co6Hpaioin;yio BepniHHy, xo ecxt b CHMMexpHHHOM nyxH V1V2 ■ ■ ■ t'm-i poBHO o^ho sa^nee 
oGpasyiomee pe6po (a HMenno Vm-i) h, cxajio Gbixb, \B{viV2 ■ ■ •fm-i)! < /max- Ho 

F(si) = F(f 1^2 . . . Vn^^i)F{Vni) = B{viV2 • • • W„,_i)F(f„J < 
ripOXHBOpeHHe C XeM, HXO |F(si)| > 2/inax- 

SnaHHX, Mbi MOJKeM paccMaxpHBaxt CHMMexpHnHtiii nyxb S2 = f„2'J^n2+i • • • "^ni-i- 
riycxb w' = F{s2)- Mt.1 MOJKCM sanHcaxt. F{si) = B{vn2-i)w'F{vni)- Tax xax cjiobo 
F(si) coflfipjunT w, a cjioBa B{vn2-i)'w' h w'F{vn^) ne coflepacax, xo w' C w. Cxajio Gbixb, 
w' □ W. 

C flpjroii cxopoHbi, F(si) = u[uiuu2u'2, T^e mm{\u[ui\, IU2W2I} > /max- A xaK xax 
max{S(t>„2_i), F(t>„J} < /max, xo tt C ly'. Cjie;i,oBaxejibHo, nyxb S2 - hckombih. 

□ 

JleMMa 3.8. Uycmh UMeemcfi donycmuMuu nymb I co CAoeoM u. Ecau uui C W Bah 
HeKomo2020 Ui, mo e cxcmc Posu S ecmb maKou donycmuMuu nymt V , umo ezo HanaAOM 
HeAHemcH I, a eso CAoeo HaHunaemcH c uui. 

floKaaameAhcmeo. CorjiacHO jieMMe 13.71 b cxcmc S cymecxByex ;];onycxHML.iH nyxb I2 xa- 

KOH, HXO UUi C F{l2). PaCCMOXpHM CJIOBO F{l2). B HCM MOJKCX 6t.IXb HeCKOJIBKO BXOJK^e- 

HHH cjioBa u, npHHCM cpe^H HHx ecxB xaKoe (flonycxHM, k—Toe, ecjiH cHHxaxt. c KOHn,a), 
nocjie Koxoporo cpasy H^ex Ui. 

Tor^a / Cfc /2- Hycxb I2 = Sils2 (sflecb paccMaxpHBaexca A;— xoe c KOHn;a BxojK^enne 
nyxH /). PaccMoxpHM /c-xoe c KOHn;a BxojK^enne nyxH / b nyxt 12- HepBoe pe6po nyxH / 
Bbixo^Hx H3 coGnpaiomeli BeprnHHti, a nocjieflnee pe6po nyxH S2 bxo^hx b paaflaiomyio 
BepniHHy. Cjie^OBaxejibHO, /s2 - CHMMexpHHHbiit nyxb. 3xox nyxt aBjiaexca flonycxHMbiM, 
xaK KaK Bik) = B{si)B{ls2) h Bik) C W. 

TaK KaK / HMeex poBHo k bxojk^^chhh b /s2, xo, corjiacHo cBoficxBy 4 onpe^ejieHHs cxeM 
Po3H [3I2] H JieMMe \3M, u = F{1) HMeex poBHO k Bxo>K;];eHHH b F(/s2). KpoMe xoro, F{ls2) 
HaHHHaexca c F{1) = u. AByM 3xhm CBoficxBaM y;i,OBjiexBopaex poBHO o;i,ho OKOHHanne 
cjioBa F[l2). SnaHHx, F[ls2) HaiHHaexca co cjioBa uui. Cxajio Gbixb, nyxb /s2 - hckombih. 

□ 

SaMenaHHe 3.9. AnaAoeuHHO doKasueaemcsi CAedy}om,uu (jjaKm: nycmb UMeemcfi dony- 
cmuMuu nymt) I co CAoeoM u. Ecau UiU C W Bar HCKomososo Ui, mo e cxcmc Posu S 
ecmh manou donycmuMuu nymt V , umo eso kohv^om fieAfiemcfi I, a eso CAoeo KOHuaemcfi 
Ha UiU. 
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CjieflCTBHe 3.10. Ecau u - 6ucnev,uaA'bHoe nodcAoeo W maKoe, umo oho codepotcum 
CAoeo HCKomoposo cuMMempuHHOso nymu li cxcmu S, mo e cxeMe S cyvui,ecm6yem maKou 
cuMMempuHHUu nymt I, umo F{1) = u. 

/JoKaaameAbcmeo. HycTb u = UiF{li)u2. Hs Gncnei^HajibHOCTH u cjie^yex, hto cyme- 
CTByioT GyKBM ai H a2 xaKHe, hto F{li)u2ai C F{li)u2a2 ^ W. Torj^a cymecxByioT 
^Ba nyxH liSi h I1S2 xaKne, hto cjiobo nepBoro HaHHHaexca c F{li)u2ai, a BToporo - c 
F{li)u2a2. 

HycTB V1V2 ■ ■ ■ Vk-iVk ... - pe6epHaa aanncb liSi, a V1V2 ■ ■ ■ Vk-iv'^, ... - peGepnaa sa- 
HHCB I1S2, pasjiHHHe npoHcxo^HT B pe6pe c HOMepoM k. OneBH^Ho, pe6pa Vk h Bbixo^ax 
H3 o^HOH H TOH JKc BepmHHL.1. SnaHHT, 3Ta BepiuHHa pas^aiomaH H nyxb V1V2 ■ ■ ■ Vk-i - 
CHMMeTpHHRbiii. Ho CBOHCTBy 2 cxeM Po3H (cm. onpejejieHHe 13.21) . F{vk) h F{v'f.) naHH- 
HaioTCH c pasHbix 6yKB. Tax xax F{liSi) HanHHaexca c F{viV2 ■ ■ ■ Vk-i)F{vk), a F{liS2) - 

C F{viV2 . ■ ■ Vk-l)F{v'i^), TO F{viV2 ■ ■ ■ Vk-l) = F{li)U2. HpH 3TOM nyTB V1V2 ■ ■ ■ Vk-l HaHH- 

HaeTca c li. 

AHajiorHHHo paccyjK^aa, naii^^eM cHMMeTpHHHbifi nyTb Wi'W2 ■ ■ ■ Wm, kohii;om KOToporo 
SBjiHexca nyxL. li h cjiobom Koxoporo aBjiaexcH UiF{li). Hycxb W1W2 ■ ■ ■ Wm = I'h- Tor^a 
nyxb l'viV2 ■ ■ ■ Vk-l HBjiHexcH hckombim. □ 

BaJKHbiM nocxaBmHKOM cxeM Po3h SBjiHioxca rpacjDbi Posh. 

cpHKCHpyeM HaxypajiBHoe hhcjio k. PaccMoxpHM Gk - rpacj) Posh nopa;i,Ka k jiJis 
cBepxcjioBa W. 

IIpe^jiojKeHHe 3.11. Gk - cuAtnocefisHuu opspacj). Ecau CAoeo W ne fieAfiemcfi nepu- 
oduHHUM, mo smom spacp ne neAfiemcH v,ukaom. 

floKasameAbcmeo. Ecjih Ui m U2 - iioj\cjioBa. W ^jihrbi /c, xo, b CHjiy pexyppeHXHO- 
cxH cBepxcjioBa W , b W Hafl^^exca no;i,cjioBo BVLjxa. ai^ai^ • ■ ■ r^e ai^ai^ . . . aij_ = ui, 

*n — fc + 1 ''n — k *Ti ^ 

Tor^a cjioBa BH^a a^a^^^ . . . a^^^ HMeiox ^jinny /c + 1 h cooxBexcxByiox peGpaM rpa- 
(|)a Gki oGpasyiomHM nyxt., coeflHHaiomHH BepinHHti, cooxBexcxByromne cjioBaM ui m U2- 
KpoMe xoro, ecjin 6l.i Gk Sbiji ij,hkjiom ^jihhbi n, xo CBepxcjioBO W 6l.ijio 6b.i nepHO^HHHbiM 
c nepno^oM n. □ 

EcjiH CJIOBO W nepHOflHHHO, xo fljis Bcex ^ocxaxoHHO Gojibinnx n rpacj) Gn sBjisexcs 
n;HKjioM, rpa(|)t.i ace c MajitiMH HOMcpaMH n;HKjTaMH Moryx h hc SBjiaxtcH. 

SaMenaHHe 3.12. /JaAbneuiuue nocmpoenusi npoeodnmcH Bah epacfja Posu, ne ReARw- 
m,e20Cfi yuKAOM. Upo nepuoduHHOcmb caMoeo ceepxcAoea huhczo ne ymeepotcdaemcR. 

rpa(|) S nojiynaexca hs Gk cjie^yiomHMH onepaii;H5iMH: 

1. Bee npoexbie i];enH, coeflHHSiiomHe BepniHHbi, saMCHSioxcH na ej\mm^mAe peGpa. 

2. KaJK^aa 6Henen;HajibHaa BepniHHa a saMenaexea na pe6po Va- Hpn 3xom Bce pe6pa, 
Koxopbie paHbine bcjih b a, 6y^yx BeexH b nanajio f^, a pe6pa, Koxoptie paHtme 
mjiH HS a, 6y;i,yx Bt.ixo;];HXb hs KOHn;a pe6pa Va- 

B rpa(|)e S Bee BepmnHbi 3Bji3ioxeH jih6o pas;];aioiu;HMH, jih6o eoGnpaiomHMH. 

PaeeMoxpHM xe nyxH b rpa(|)e Gk-, Koxopbie eoeflnnaiox ^Be enen;HajibHL.ie BepniKHbi. 
Hyexb nyxb Be^ex hs BeprnHHti ai^ai^ ■ ■ ■'^ik ^ BepniHHy ai^_^^^ai^_j, . . .ai^. ConoexaBHM 
eMy ejioBo no ejieflyioin,eMy npaBHjiy: 
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1. EcjiH BepniHHa, cooTBeTCTByioiij,afl Oj^ajj . . .ai^^ aejieTCfl pa3flaioiij,eH, to nepe^Hee 
cjiOBO nyTH - 3T0 ai^^^ai^^^ ■■■din- 

2. EcjiH BepniHHa, cooTBeTCTByiOH];aH ai^ai^ ■ ■ - ai,^, sBjieTca b coSnpaiomeH, to nepefl- 
nee cjiobo nyTH - sto ai^ai^ ■ • ■ ct?„- 

3. EcjiH BepniHHa, cooTBeTCTByiomaH ai^_i^^-^ai^_f, . . . ai^, HBjiaeTca coGnpaiomeH, to 
saflHee cjiobo nyTH - sto Oj^Ojj • • • Oi„-fc- 

4. EcjiH BepniHHa, cooTBeTCTByiomaji ai^_i^^^ai^_^ . . .ai^, SBjiaeTca pa3flaioni,eH, to safl- 
nee cjiobo nyTH - 3to ai^ai^ . . . Ui^. 

Onpe^ejieHHe 3.13. Ecjih S - cnjibHOCBflSHBiii rpacj), ne HBjiaioiu;HHca ii;hkj[om, h s 

- njTh B rpacj^e, to ecmecmeeHHoe npodoAOfcenue nyTH s enpaeo - 3to MHHHMajibHbiH 
nyTb, nanajiOM KOToporo aBjiHCTca s h KOToptiH OKannHBaeTca b pas^aiomeil BepniHHe. 
EcmecmeeHHoe npodojiotccHue nyTH s ejieeo - sto MHHHMajiBHbiH nyTb, KOHn,oM KOToporo 
5iBj[5ieTca s H KOToptiH HaHHHaeTca B co6Hpaion],eH Bepmnne. 

Ohcbhaho, fljia cHjibHocB33Hbix HeH,HKjiHHHbix rpacj^oB eCTeCTBCHHOe HpO/],OJI>KeHHe 
cyn];ecTByeT Bcer^a h eflnncTBenHO. Tenept mbi totobbi nanncaTb cjroBa na peGpax 5': 
ecjm V - peSpo b 5, to b rpa4)e Gk eiviy cooTBSTCTByeT jihGo 6Hcnen,Haj[bHaa BepniHna, 
j[h6o npocTaa ii;eHb. Ecjih sto 6HCHen;Haj[bHaa Bepmnna, to bctb cjiobo fljiHHbi k, to b 
KanecTBe F{v) h B{v) BosbMeM 3to cjiobo. Ecjih pe6py v cooTBCTCTBycT npocTaa ii;eHb, 
to b KanecTBC F{v) bosbmcm to nepeflnee cjiobo, KOTopoe cooTBCTCTBycT ecTecTBennoMy 
iipo/j,ojiJKeHHio BnpaBO SToii n,enH. Saflnee jkb cjiobo peSpa v - sto 3a/j,Hee cjiobo nyTH b 
Gk, cooTBeTCTByioni,ero ecTecTBennoMy npoflOJiacennio bjibbo paccMaTpHBaeMoii n;enH. 

B Gk 6Hcnen;HajiBHbie Bepmnnbi mojkho CHHTaTt nyTaMH fljinnbi 0. 

IIpeflJioaceHHe 3.14. B noAyneHHOM spa^e co cjioeaMU S d/iA Jin)6oso nymu s cjioeo F{s) 

- amo nepednee cjioeo moso nymu spa^ Gk, Komopuu coomeemcmeyem ecmecmeennoMy 

npodoACHceHum enpaeo nymu s. AnaAozuHuo, B{s) - amo sadnee CAoeo moso nymu e Gk, 
Komopuu coomeemcmeyem ecmecmeennoMy npodoAcucHHUw nymu s eneeo (e zpa^e S). 

/J^OKaaamejibcmeo. HpoBefleM flOKaaaTejiBCTBO fljia nepeflnnx cjiob. B rpacjje S fljia jiio- 

6oro nyTH s ero ecTecTBennoe npo;i;oji>KeHHe nnpaBO pasGnBacTca na ecTecTBennbie npo- 
^ojiJKCim^i BiipaBO ero nepe;],HHX oGpasyiomnx peSep, iipH^eM Bce ecTecTBCHHBie iipo/j,oji- 
JKCHKH, HaHHHaa CO BToporo, BbixoflHT H3 pa3flaioni,Hx BepniHH H, cTajio 6biTb, cjiOBa na 

HHX HHHiyTCfl HO HpaBHJiy fljifl HCpBOTO H3 HCTBipeX THHOB. SnaHHT, CJIOBa flJIfl 3THX peGcp 

B o6T>eflHHeHHH H flaflyT cjiobo fljifl fljiHHHoro nyTH b Gk- fl,^^ sa^nnx cjiob Bce anajio- 
rnnno. □ 

JleMMa 3.15. Uycmb S - onpede/ieHHUu eume spa^ co cjioeaMU. Tosda oh Ae/isiemcA 
cxcMou Po3u djiA ceepxcjioea W. 

/^OKasamcAbcmeo. Cbohctbo 1. TaK KaK Gk aBjiaeTca cnjibnocBflSHbiM n ne aBjiaeTCfl 
n;HKjiOM, TO ace caMoe Bepno n fljia S. 

Cbohctbo 2. ^Ba nyTH, Bbixoflamne h3 OflHofi pasflaiomett BepniHHbi rpa4)a 5* c 

pa3jiHHHbiMH nepBbiMH pcSpaMH, cooTBCTCTByioT nyTHM B rpacj^e Gk, KOTopbie Bbixo;i;HT h3 
oflHOH pa3flaioni,eH BepniHHbi Oj^ajj . . .ai^, iipHneivi iiepBbie pe6pa y nyTCH pa3Hbie. HycTb 
BTopbie BepniHHbi nyTeii - 3to ajjOia ■ ■ - tti^^b n ai^ai^ . . .ai^c cooTBeTCTBenno. Tor^a cjiOBa 
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3THX nyxeii nanHHaioTca na 6yKBL.i b n c cooTBexcTBeHHo, h na 3th 6yKBL.i nanHHaioTca 
cjiOBa cooTBeTCTByiomHX nyxeii b S. 

Cbohctbo 3 cjie^yex hs xoro, hto fljis CHMMexpHHHoro nyxH ero ecxecxBeHHbiM npo- 
^ojiJKeHHeM BnpaBO h ecxecxBeHHtiM npo^ojiJKeHHeM BjieBO HBjiaexcH oh caM. CorjiacHO 
I3.14[ nepe;i,HHM h aa^HHM cjiobom xaKoro nyxH 6yflyx cooxBexcxBeHHo nepe^nee h aa^Hee 
cjiOBO nyxH 

(Xi^cii^ . . .CLk, cii^tti^ . . . flfc+i, . . . , tti^a^^-^ . . . • • • , Oi„_fe+iQ,j^_j. . . . 

rpacjDa Gk- Hepe^^Hee cjiobo sxoro nyxn onpe;];eji3exc3 no xnny 2, a sa^^nee - no xnny 4, 
cjie;i,OBaxejibno onn coBna;];aiox. 

JXoKSJKeM CBoiicTBO 4. Hycxb b S namjincb jxea, CHMMexpHnnbix nyxn Si n S2 xaxne, 
Hxo F{si) F{s2). CooxBexcxBenntie nyxn b Gk oGosnannM s'l n Sg. OneBH^no, ^ocxa- 
xonno noKasaxb, nxo s'l Sg. nyxn s[ n bbixo^hx hs coGnpaiomnx Bepmnn rpa(|)a 
Gk H Bxo^ax B paa^aionine Bepmnnbi. HepeflKHe cjioBa sxnx nyxeii - 3xo F{si) n F{s2)- 
IIocjie^oBaxejibHocxH nx {k + l)-6yKBenHL.ix no^cjioB - sxo nocjie^oBaxejibnocxn pe6ep 
s[ H Sj. Snannx, peGepnaa aannct nyxn s[ Bcxpenaexca b peGepnoii sanncn xoxa Ghi 
I pas. EcjiH ace F(si)-6Hcnen,Hajibnoe cjiobo fljinnbi k, xo, oneBH^no, nyxb xoxa 6t>i / 
pas npoxo;i,HX no Bepmnne F{si). 

Cbohctbo 5 ;];ocxaxonno ;];oKasaxb j^jis nepe^nnx cjiob. Hycxb v - pe6po cxeMbi 
S. PaccMoxpHM B 5' ecxecxBennoe npo^^ojiacenne pe6pa v BnpaBo. Ono cooxBexcxBy- 
ex nyxn s b Gk- Hycxb s co^^epacnx L pe6ep. HepBaa Bepmnna 3xoro nyxn - cjiobo 
ttj^ ttjj . . . Oj^. . HepBoe pe6po nyxn s cooxBexcxByex no;];cjiOBy u BH^a . . . b, npn 

3XOM aj^Oij ■ ■ .ttij) C W. OneBH^no, cymecxByex ui - no^cjioBO CBepxcjioBa W ^jinnbi 
L + k, naHHHaioiu;eec3 c Oj^ajj . . .aj^.^. Emj cooxBexcxByex nyxb s' ^jinnti L no pe6paM 
Gk c nepBbiM peGpoM xaxHM ace, Kax y nyxn s. 

TaK KaK cpe^H npoMeacyxonntix Bepmnn nyxn s nex pas^aiomnx Bepmnn (nnane s ne 
cooxBexcxByex ecxecxBennoMy npo^ojiacennio pe6pa v BnpaBo), xo s' flOJiJKen coBna^axb c 
nyxeM s. Cxajio Gbijib, cjiobo nyxn s SBjiaexca no^cjiOBOM Ui n, cjieflOBaxejit.no, noflCJiOBOM 
W. 

Cbohctbo 6. Cym;ecxByex xaKoe nncjio M, nxo jiioGom nyxn fljinnbi M no peGpaM 
Gk Syflex xoxa 6t.i o^na pasflaioio;a3 n xoxh 6t.i o^na co6npaK)m;a5i Bepmnna. B caMOM 
flejie, B KanecxBe M nofloiiflex KOJinnecxBo Bepmnn b Gk, nnane cyio;ecxBOBaji 6t.i n;nKji, 
B KoxopoM ne Gbijio 6t.i jin6o pas^aiomnx, jin6o coGnpaiomnx Bepmnn n Gk 6t.iji 6hi jih6o 
ne cHjibHocBssnbiM, jin6o n;nKjioM. 

Hycxb w C W. Torfla cym;ecxByex w' Bn^a Wiww2, r^e = 2M, \w2\ = 2M. 
PaccMoxpnM b Gk nyxt, cooxBexcxByiom;nii cjioBy w'. Cpe^n ero nocjie^nnx M Bepmnn 
ecxb pasflaiom;aa, a cpe^n nepBtix M - co6npaiom,a3. Snannx, MOJKno bshxl. nyxt, koxo- 
pbiii Kopone ne Gojiee, ncM na 2M n cooxBexcxByex CHMMexpnnnoMy nyxn b 5". 3xox nyxt. 
cooxBexcxByex noflCJiOBy w', Koxopoe nMeex fljinny ne Menee \w' \ —2M n, cjieflOBaxejibno, 
coflepjKnx w. A 3xo snannx, nxo cjiobo ncKoxoporo cnMMexpnnnoro nyxn b S coflepacnx 
w. 

floKajKCM CBOHCTBO 7. Hycxb V - pe6po b rpacj^e S. B rpacj^e Posh Gk pe6py v 
cooxBexcxByex nyxt v', npoxofl5im;nii nepes Bepmnnti 

tti^tti^ . . . tti^,, ai^tti.^ . . . 0'if,_f_i, • • • , CLiiCLiij^^ ■ ■ ■ cLiij^„_^, • • • , <3j^_j.^-^aj^_j. . . . a^^. 

Hn oflna ns Bepmnn nyxn KpoMe nepBoii n nocjie^neii ne aBjiaexca pasflaiom;eii njin 
co6HpaK)m;eH. 
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7I,ji5i S yjKe ^oKasaHbi cBoficxBa 1-6. /I,Jia S cnpaBefljiHBa jieMMa 13.71 JJ,Jis cjioBa 
aijOjj . . . tti^tti^^^, iiBjiaiomerocs noflCJiOBOM CBepxcjioBa W , Hafi^eM b S ^onycTHMbm nyTb 
w TaKOH, HTo tti^tti^ . . .tti^tti^^^ C F{w). CooTBeTCTBeHHtiH nyxb B rpacj)e Gk co^epjKHT 
nepBoe pe6po nyxH v', a cjie^oBaxejibHo, h Beet v'. Cxajio 6t.iTt., w co^epjKHx v, a xax 
KaK fljia S BbinojiHeHo cbohcxbo 4, xo jiioGoh cHMMexpHHHbifl nyxt., co^epjKamHH F{w), 
co^epjKHx pe6po v. □ 



4 3jieMeHTapHaa 3bojiioli,h5i cxeM Po3h. 

B 3XOM paa^ejie mbi pacnpocxpaHHM onpe;];ejieHHyio b [5] 3BOJiion;Hio na cxeMbi fljis nepn- 
oflHHecKHx cjioB. FpyGo roBopa, cHanajia cxeMbi j^jis nepno^^HHecKHx cjiob Bbirjia^^ax xax 
jKe, KaK H fljia nepHo;],HHecKHX, ho na neKoxopoM mare 3bojiioij;hh ocxanaBjinBaexcH. 

^ajiee W - peKyppenxHoe CBepxcjioBo, S - cxena Posh j^jiz sxoro cBepxcjioBa. Hs 
cHjiBHocBasHocxH S cjie^^ycx, Hxo cymecxByex pe6po v, H^ymee h3 coGnpaiomeH BepmHHbi 
B pas^aromyio. TaKHe pe6pa Gy^eM HasBiBaxb onopnuMu. 

I[ejih 3xoro pa3/i;ejia - onpe^e^HXb aeoAmv^um {W, S, v) cxeMti Posh S no onopnoMy 
pe6py V. OnopHoe pe6po HBjiJiexcH caMO no ce6e CHMMexpHnntiM nyxeM, cxajio Gbixb, 
nepe^nee n aa^nee cjioBa 3xoro pe6pa coBna^aiox. 

Hycxb {xi} - MnoJKecxBO pe6ep. Bxo^amnx b nanajio v, a {i/i} - mho^kccxbo pe6ep, 
Hflyn];HX ns Konn;a v. 3xh ^Ba MnoacecxBa Moryx nepeceKaxbca. 06o3nanHM F{yi) = 1^, 
B{xi) = Xi, F{v) = V. 

PaccMoxpHM Bce cjioBa BUfl^Si XiVYj. Ecjin xaKoe cjiobo ne bxo;i,hx b W, to napy (xj, yj) 
naaoBeM haoxou, b npoxHBnoM cjiynae - xopomeu. TaKace xopomeu hjih uaoxou 6yfleM 
HasbiBaxb cooxBexcxByK)n];yro xpoHKy pe6ep {xi,v,yj). 

OocxpoHM rpacj) S'. On nojiynaexca h3 S saMenon pe6pa v na K^^^.-j^^^y^-^, Tfl<e Km,n ^ 
nojinbiH ^By^ojiBnbiH rpa(|). Bojiee no^po6no: pe6po v y^ajiaexcH, ero nanajio saMenaexca 
na MnoacecxBo {Ai] na ^{xj} Bepmnn xaK, nxo jxji^i jnoGoro i pe6po Xi n^ex b Ai, Konen; 
pe6pa V aaMensexca na MnoxcecxBo {-Sj} na i^{yj} Bepmnn xaK, nxo ^jia jnoGoro j pe6po 
yj Bbixo^nx na Bj; BBO^axca pe6pa {fi.j}, coeflnn3K)m;ne Bepmnnbi MnoacecxBa {Ai} c 
BepmnnaMn MnoJKecxBa {Bj}. 

Ho cpaBnennro c S, j rpa(|)a 5" nex pe6pa v, no ecxb noBbie pe6pa {%}. Ocxajibnbie 
pe6pa rpacj) S Bsannno o;i,no3nanno cooxBexcxByiox pe6paM rpa(|)a S'. CooxBexcxBenntie 
pe6pa B nepBOM n BxopoM rpa(|)e aanacxyio 6yflyx oGosnanaxBca o^nnnn n xcmh jkc 
6yKBaMH. 

Ha peGpax S' paccxaBnM cjioBa cjieflyK)m;nM oGpaaoM. Ha Bcex pe6pax S', KpoMe pe6ep 
na {yi} n {vij}, nepe^nne cjioBa nnmyxca xe >Ke, nxo n nepe^nne cjiOBa cooxBexcxBenntix 
pe6ep B S. J\jiii KajK^oro i n j, nepe^nee cjiobo pe6pa yj b S' - 3xo VYj. Hepe^nee cjiobo 
pe6pa Vij - 3XO Yj. Anajrornnno, na Bcex peGpax, KpoMe peGep na {xi} n {vij}, aa^nne 
cjioBa nepenocaxca c cooxBexcxByiom;nx pe6ep S; ^jih bccx z n j b KanecxBc aa^nero cjioBa 
pe6pa Xi BoatMCM XiV, a b KanecxBc aa^nero cjioBa pe6pa Vij - Xi. 

Tenepb nocxponM rpacj) 5"'. Pe6pa Vij, cooxBexcxByiom;ne njioxnM napaM (xj, yj), naao- 
BCM riAoxuMu, a Bce ocxajibnbie pe6pa rpa(|)a 5" - xopomuMu. Fpacl) S" nojiynaexca, rpy6o 
roBopa, y^ajienncM njioxnx pe6ep na S' . Bojiee xonno, b rpa(|)e S" paa;],aK)m,ne Bepmnnt.1 
- noflMnoJKecxBO paa;];aiom;nx Bepmnn S", a co6npaiom;ne Bepmnnbi - noflMnoacecxBO co- 
6Hpaiom;nx Bepmnn S' . B rpa(|)e S' 3xn no;i,MnoJKecxBa - Bepmnnbi, na Koxopbix bbykoj^wt 
Gojiee o;];noro xopomero pe6pa, n Bepmnnt.1, b Koxopbie bxojxwt Gojiee ojxiioTO xopomero 
pe6pa cooxBexcxBenno. HaaoBCM b 5" Bepmnnti 3xnx ^Byx no^MnoxcecxB S' nencneaa- 



13 



lomHMH. Pe6pa B rpa(|)e S" cooTBexcTByioT xaKHM nyxsM b 5", Koxoptie H^yx jiHinb no 
xoponiHM pe6paM, HaHHHaioxca b HeHcnesaiomHx BepniHHax, saKaHHHBaioxcii b HeHcneaa- 
lomHX, a Bce npoMejKyxoHHBie BeprnHHti Koxoptix ne hbjihioxch HeHcnesaiomHMH. 

CorjiacHo jicmmc 14. 7^ Koxopaa 6yflex ^oKaaana hh^kc, S" - cHjibHocBasHbili rpacj). Ec- 
jiH OH aBjiaexca n,HKjioM, xo, KaK bh^ho h3 3xoii ace jieMMbi, CBepxcjioBO W nepno^^HHHO, 
npH 3XOM nepHOfl CBepxcjiOBa onpe^^ejiaexca no cxeMe S n MnoxcecxBy njioxnx nap pe- 
6ep. B xaKHX cjiynaax 6y;i,eM roBopnxb, nxo aAeMenmapHasi seoAmuuH (W,S,v) euneuAa 
nepuoduHHOcmb ceepxcAoea. 

EcjiH TKe S" ne jiBjiaexca n;HKjioM, xo y Ka>K;i,oro pe6pa b S" ecxb ecxecxBennoe npo- 
^^ojiJKenne Bnepe^i; n nasa^i;. EcxecxBennoe npo^ojiJKcnne Bnepe^i, cooxBexcxByex nyxn b 
S'; nepe^nee cjiobo sxoro nyxn b S' bosbmcm b KanecxBe nepeflnero cjiOBa ^Jia cooxbcx- 
cxByion];ero pe6pa 5"'. Anajiornnno ^jia aa^nnx cjiob: y pe6pa b 5"' ecxt ecxecxBennoe 
npoflOJiJKenne bjicbo, axoMy nyxn b S" cooxBexcxByex nyxb b 5". Sa^nee cjiobo sxoro nyxn 
H 6y^ex sa^nHM cjiobom pe6pa b S". 

Onpe^ejieHHe 4.1. HocxpoennBin xaxHM o6pa30M rpa(|) co cjioBaMH S" naaoBCM 3Ae- 
MenmapHou seoAmv^ueu {W, S, v). 

TeopeMa 4.2. nycmt W - cxeMa Posu. Tosda SACMeHmapHafi seoAmv^ufi {W^ S, v) fie- 
AHemcH cxeMou Posu Bar ceepxcAoea W (mo ecmb ydoeAemeopfiem ceoucmeaM 1—7 
onpedeACHUfi IJ.i^p . 

/^OKasaxejibcxBy sxoro n Gy^ex nocBHniena ocxaBmaaca nacxb paa^ejia. 

OnnmeM cooxbcxcxbhc / MCJK^y CHMMexpHnntiMH nyxsiMH (aa HCKjnonenneM onop- 
Horo pe6pa v) b cxcmc S h CHMMexpHnntiMn nyxann b S' . Hycxb s - CHMMexpnnnBiH 
nyxt. B iS - HMeex pe6epnyio aannct. viV2- ■ - Vn- HcKoxopbie (MOJKex Gmxb, nn o^no) h3 
3XHX pe6ep HBjiaioxca peGpoM v. OneBH^no, nxo ecjin pe6po v Bcxpenaexca b peGepnoit 
sanncH, xo ono naxo^^nxcH Me^Kpy peGpaMH Xi n yj ncKoxopbix z n j. Ecjin v sbjih- 
exca nepBBiM hjih nocjie^nnM peGpoM nyxn s, xo cooxBexcxByiomee Xi hjih y^ naxo^^nxca 
xojibKo c ojxRoVi cxopont.1. CooxBexcxBHe / npeoGpasyex V1V2 . . . f n (peGepnyio sanncb s) 
cjie;i,yion];HM oGpasoM: KaJKjxoTO BxoJK^enna v onpe;i,eji3exca, naxo^nxca jih ono na 
Kpaio peGepnoH aanncn hjih b cepeflnne, ecjra na Konn;e, xo "f" npocxo oxGpacbiBaexca, a 
ecjiH B cepe^nne, xo "f" saMenaexca na HnfleKcti in j 6epyxc5i xe jkc, nxo n y peGep 
Xi H yj, cxo5iin;HX pa^oM c f b pe6epnoH sanncn s. Ilyxb c cooxBexcxByiomeH pe6epnoH 
sanncBK) SBjiHexca o6pa30M /(s) npn cooxbcxcxbhh. 

06paxnoe cooxbcxcxbhc xaKOBo: ecjin b rpacjae S' ecxt> nyxb / n ero pe6epnaa sa- 
nncb - V1V2 ■ ■ - Vni TO KajKfloe BxojK^enne peGpa saMenaexca na "v". KpoMc xoro, ecjin 
Vi (nepBoe pe6po nyxn) - sxo o;i,no ns xo b nanajio peGepnon sanncn npnnncbiBaexcji 
"f", ecjin ace Vn (nocjieflnee peGpo nyxn) - ojxro ns peGep {xj}, xo "v" npnnncbiBaexca b 
Konen; pe6epnoH sanncn. 

OneBn^no, / n coxpanaiox cbohcxbo nocjie^OBaxejibnocxn peGep "nanajio KaJK^oro 
cjreflyiomero pe6pa aBjiaexcH Konn;oM npe^ti^ymero", xo ecxb nyxn nepcBo^ax b nyxn. 
KpoMe xoro, / n na caMOM ^ejie HBjiaioxcii BsanMno o6paxnbiMH. /I,ajiee, b rpa(|)e 5" 
pe6pa BHfla yj bbixo^hx ns coGnpaiomnx Bepmnn, pe6pa Bn^a Xi bxo^hx b pasflaiomne, 
pe6pa Vij Bbixo^ax ns pas^aiomnx Bepmnn n Bxo^ax b co6npaioii];ne; b rpa(|)e S pe6po 
V, KaK onopnoe, Btixo^nx ns coGnpaiomeH n Bxo^nx b pas^aiomyio, pe6pa Xj bxo^hx b 
coGnpaiomylo Bepmnny, a yj Btixo^ax ns pas^aromen, Bcex ocxajitntix pe6ep rpacjja 
S CBOHCXBO Bbixo^nxb ns coGnpaiomett BepniHHbi hjih bxo^hxb b pas;i,aioii];yio coxpanaexca 
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B rpacjje 5". TaKHM oSpasoM, npn cooTBeTCTBHsx / h / ^ coxpaHaeTCfl CHMMeTpHHHOCTb 
nyTeii. 

IIpeflJioaceHHe 4.3. IIpu amoM coomeemcmeuu coxpaHAwmcA cjioea cuMMempuHHUx 
nymeu. 

/loKasameA'bcmeo. ^OKaaceivi stot 4)aKT fljia nepeflHHx cjiob, Tax xax fljia saflHHx Bce 
aHajiorHHHo. ABioMaTHHecKH 6yfleT flOKaaano, hto nepe^HHe h aaflHne cjiOBa chmmct- 
pHHHbix nyTcii b 5" coBna;];aioT. 

HycTb B rpacjae S HMeeTca cHMMeTpHHHbm nyTt> s c pe6epHOH sanHctio viV2 ■ ■ - Vn- 
PasGepeM Hexbipe cjiynaa. 

1. IlycTb nepBoe pe6po Vi = v, a. nocjieflnee ^ v. PaccMOTpHM Bce BxojKfleHHa 
pe6pa v: 

s^vyj^...vyj^...vyj^...Vn. 

nycTb /(s) = s'. 

s — yj^ . . . Vi^j^yj^ . . . Vi^j^yj^ ■ ■ - Vn- 

PaccMOTpHM nepeflHHe oSpaayiomHe pe6pa b s h s". B ny™ s b napax BH^a vyj oxa- 
jKCTca BbiSpaHHbiM peSpo yj, KpoMe nepBofl napti, r^e BbiSpaHbi Sy^yT o6a pe6pa. 

B s' B napax Vijyj OKajKyxcH BbiGpanbi pcSpa Vij, npn stom nepBoe pe6po yj-^ xoace 
6y/j,eT iicpc/j,HHM o6pa3yioiri,HM. OcxajibHbie nepeflnne o6pa3yioiri,He pe6pa b o6ohx 
nyiHx oflHH H Te yKe. TaKHM oGpaaoM, 

F{s) = F{v)F{y,,) . . . F{y,,) . . . F{yj,) • • • = FF,, . . . Y,, . . .Y,, . . . 

F{s') = F(y,J . . . F{v,,^,) . . . F{vi,j,) -..^VYj,... Yj, . . .Yj, . . . 

OparMeHTbi, OTMeHeHHbie MHoroTOHHSMH, o;];HHaKOBbi B 060HX Ha6opax. 

2. HycTb vi = V, Vn = V. AnajiornHHo nepBOMy cjiynaio, paccMoxpHM BxojKfleHHa v b 
peGepnyio saimcb riyxn s. 

s^vyj^...vyj^...vyj^...Xi^v. 
s /(s) . . . Vi^j^yj^ . . . Vi^j^yj^ . . . . 

Tor^a 

F{s) = F{v)F{y,,) . . . F{y,,) . . . Fiy,,) ■ ■ ■ = VY,, . . . Y,, ...Y,,... 

F{s') = . . . F{v,,j,) . . . F{v,,,,) ■ ■ ■ ^ VY,, . . . Y,, . . .Y,, . . . 

KaK Mbi BHflHM, cjiOBa coBnaflaiox. 

3. riycxb vi ^ V, Vn — V. AHajiorHHHO, paccMOxpHM BxojKfleHHfl V B peSepnyio aannci. 
nyxH s. 

s = vi...vyj^...vyj^...Xi^v. 
s' = f{s) ^vi... Vi^j^yj^ . . . Vi^j^yj^ ...Xi^. 

Tor^a 

F(s) = F{v,)F{y,,) . . . F{y,,) . . . F(y,,) • • • = F{v,)Y,, . . . , . . . Y,, . . . 
F{s') = F{v,)F{vi,j,) . . . F{vi,j,) . . . F{v,,j,) ■■■ = F{v,)Yj^ ...Yj,... Yj, . . . 
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4. HycTb vi ^ V, Vn ^ V. PaccMOTpHM peGepnyio sanncb nyxH s. 



s = 



Vi . ..Vyj^ . ..VVj^ ...Vn- 



s = 



f{s) = V, . 



'iljiVji ■ ■ ■ ^12^2 2/i2 • • • '^n- 



Torfla 



F{s) = F{v,)F{y,J...F{y,,). 



.F{y,,)... = F{v,)Y,,...Y,,.. 



J3 • • • 



F{s') = F{v^)F{v,,,J...F{v,,,,) 



.F{v,,,,)--- = F{vi)Y,,...Y,^ 



Y 



□ 



npefljio:a<;eHHe 4.4. Ecau e spacpe S dea cuMMempuuHux nymu s\ ^ v, v u 

S2 Si, mo f{si) /(ss). 

/JoKasameAbcmeo. HanoMHHM, hto v - sto Bbi^ejieHHoe onopnoe pe6po. PaccMoxpHM 
peGepHbie aanncn nyxeii Si h S2. Bxopaa peGepnaH aanncb bxo^ht b nepByio He Menee n 
pas. 

CooTBexcTBHe / ^ejiaex c sthmh sanncaMH cjie^yiomee: Kaac^oe BxojK^eHHe "v" jih- 
6o OT6pacB.iBaioTca, ecjiH oho naxo^Hjioct c Kpaio pe6epHoii aanncH, jih6o MenaeTca na 
HeKOTopoio pe6po, aaBHcsmee tojibko ot coce^eii "f" b sanncH cnpaBa h cjieBa. 

PaccMOTpHM HCKoe BxoyKflfiHne BTopofi peGepHOH sanncH b nepByio. Bee 6yKBL.i-pe6pa, 
He aBjiHiomHeca "v", npn cooTBexcTBHH / He MeHHioTca. Ecjih 6yKBa "f " naxo^^HTca He na 
KOHn;e pe6epHOH sanHcn S2, to b oGenx peGepnbix sanncHX ona MenaeTca na oflfiy h xy 
ace 6yKBy. Ecjih "v" Haxo;i,HTCH b nanajie hjih KOHi],e BToporo cjioBa, npn cooTBexcTBHH / 
BO BTopoM cjioBe OHa Hcnesaex. 

Cjie^OBaxejiBHO, npn OTo6pa>KeHHH s no^nocjie^oBaTejiBHOCTi. peGepnofi sanncH nyxH 
Si, aBjiaiomaiica pe6epHoii sanHCbio S2, nepexo^HX b no^nocjie^oBaTejiBHOCTb peGepnoii 
aanncH s', co^epxcamyio peGepnyio aanncB S2- KpoMe xoro, xaK KaK S2 ^ v, b pe6epHoii 
aanncH S2 ecxb nepBoe c nanajia pe6po, ne Mensiomeecii npn oxo6pa>KeHHH s (xo ecxb ne 
aBjiaiomeeca v). /I,Jia Kaac^oro BxoJKfleHHS Bxopofi pe6epHoii sanncH b nepByio oxMexHM 
3XO pe6po. PaccMoxpHM oGpas nepBoro cjioBa npn cooxBexcxBHH /. OxMenenHbie pe6pa 
nepepyT b oxMeHenHbie pe6pa, cxoamne b pasjiHHHbiM Mecxax peGepnofi sanncn nyxn 
f{s). HpH 3XOM oGpas Kaac^oro hs oxMenenHbix pe6ep 6yjieT nanajioM peGepnofi sanncH 
/(S2). TaKHM oGpasoM, b peGepnofl sanncn nepBoro cjioBa Gy^ex ne Menee n ho^cjiob, 
SBjiaioni,HXCH peGepnofl sanncbio nyxn /(S2). □ 

/^OKasaHHoe yxBep^Kflenne BKyne c npeujioaceHHeM H75] MOMeHxajibHo Bjienex xox (Jjaxx, 
Hxo ^Ji3 rpa(|)a <S" BbinojiHaexcH cbohcxbo 4 cxeM Posh. 

JJ^ajiee, hs nocxpoeHHa 5" oneBH^^Ho, hxo jiioGoh pas;];aioin;eH BepniHHbi nepe^HHe 
cjioBa peGep, bbixo^^hiuhx hs nee, nanHHaioxca c pasjiHHHbix 6yKB, a sa^^nne cjioBa pe6ep, 
Bxofl^iiuxnx B oflfiy coGnpaiomyio Bepmnny, Konnaioxca na pasjiHHHHbie 6yKBL.i. 

npe^jio:a<;eHHe 4.5. /Jasi spacfja co CAoeaMU S' eunoAHenu ceoucmea 1-4 cxcm Po3u. 

JJoKasameAbcmeo. Ocxajioct flOKasaxb cbohcxbo 1. B CHJiy chjibhoh cbsshocxh S, b S 
cymecxByex n;HKji, npoxo^smHit no bccm peGpaM S, a xaxjKe no bccm xponxaM pe6ep Bn^a 
XiVyj. Ecjih npHMennxb k neny oxo6pa>KenHe /, xo nojiynnxca n;HKji b S', npoxo^amnii no 
BCCM pe6paM. To, nxo S' - ne n;HKji, ohcbh^ho, xaK KaK y nero ecxb pas^aiomne pe6pa. □ 
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JleMMa 4.6. B epacpe S cytu^ecmeyem donycmuMuu nymb, Komopuu mochcho paaSum'b na 
mpu nycKa maK, umo nepeuu u mpemuu npoxodfim no eccM pe6paM u eccM "xopomuM" 
mpouKaM peBep. 

/^OKasameAbcmeo. CocTaBHM {wj} - Ha6op no^cjioB cBepxcjioBa W. JXns KajK^oro pe6pa 
V & S BKjiioHHM B 3TOT Ha6op cjioBo Ug - cjioBo, cooTBCTCTByiomee 3TOMy pe6py no 
CBOHCTBy 7 fljia cxeM Posh. KpoMe Toro, bkjiiohhm b Ha6op xe cjioBa BH^a XiVYj, Koxopbie 
5IBJI3IOTC3 no;];cjioBaMH W. B cBepxcjioBe W cymecxByex noflCJioBo Ui, co^^epjKamee Bce 
cjioBa HaGopa {ui}. Hycxb /max ^ MaKCHMajibnaa hs ^jihh cjiob na peGpax S.BW nafi^exca 
noflCJioBo U2 BH/i,a UiwUi, rj^e \w\ > 10/max- 

IIpHMeHHM K U2 JieMMy 13 .71 IIojiyHHM ;];onycxHMbiH nyxb s c peGepnofi aanncBio 
ViV2---Vn- Cjiobo F{s) HMeex BHfl wiUiwUiW2- MnojKecxBo cHMMexpHHHbix nyxefi, hb- 
jiHiomHXCH HanajiaMH nyxH s, mojkho ynopa^oHHXb no BKjnonennio: 

Sl ^ S2 ^ ■ ■ ■ ^ Sk = S. 

HecjiojKno nonaxt, nxo y nyxn s cxojibko ace nepe^nnx oGpasyiomnx pe6ep, ckojibko 
y nero nanaji-CHMMexpHHnbix nyxen. Ecjih t^j^ , -Ujj , . . . , f - nepeflnne oGpaayron^ne ^jia 
nyxn s, to 

F(s,) = FK)FK)...FK). 

SnaHHx, — F{si) < /max A-na JiioGoro i. 

PaccMoxpHM MHHHMajibnoe i xaxoe, nxo WiUi C F{si). PeGepnaa aanncb pi = Sj 
HMeex BH^i; pi = V1V2 ■ ■ - Vk^. OneBH^no, F{pi) = WiUiw[ p^Jis nexoxoporo w[. Hpn sxom 
< ^max; Hnanc CJIOBO F(sj_i), HBjiaiomeeca HanajioM F[si) ajthhoh ne Menee — 

/max, CO^epjKajlO 6hl WiUi. 

Anajiornnno, cyniecxByex xaKon CHMMexpHnnbiit nyxb p2, hxo ero peGepnaa sanncb 
HMeex BHfl ffcjffcj+i, . . . a ero cjiobo F{s') = W2U1W2, r^e {wi^l < Imax- 

HxaK, y nac ecxt nyxn pi = V1V2 . . . Vk^ n p2 = Vk2Vk2+ii ■ ■ ■'^n, HBjiJiiomHeca cooxbcx- 
cxBeHHO nanajiOM n Konn;oM nyxn s = V1V2 ■ ■ - Vn- ^OKaJKCM, nxo ki < ^2. npe/i;nojio>KHM 
npoxHBHoe: ki > k2- Bbc^^cm oGosHaieHHs: A = B{viV2 . . .Vk^-i), B = F{vk2 ■ ■ - VkJ 
(sxox nyxb CHMMexpnnen) , C = F{vki+iVk^+2, ■ ■ - Vn)- Tor;];a cjiOBa nyxen V1V2 ■ ■ - Vk^^, 
Vk2Vk2+i} ■ ■ - Vn H ViV2---Vn - 3XO AB , BC H ABC cooxBcxcxBcnno. Cjie;];oBaxejibno, 
F[s) < F{pi) + F{p2). C flpyroPL cxopont.1, 

F{s) = \WiUiWUiW2\ = \WiUiw[\ + \w'2UiW2\ + i\w\-\w[\-\w'2\) > F(pi) + F(p2)+8/max- 

Mbi nojiynnjiH npoxHBopenne. Cxajio Gbixb, Bepno nepaBencxBO k2> ki. 

TaK KaK U C -F(pi), TO nyxb pi npoxo/i;nx no bccm peGpaM S. /JoKaJKCM, on npoxo^nx 
H no BCCM xopomnM xpoiiKaM peGep. B caMOM ^ejie: ecjin (xjj ,2/42) - xopomaa napa peGep, 
xo CJIOBO Xi^VYi^ SBjiaexca no/i;cjioBOM Ui. C ^pyron cxopont.1, Xi^VYi^ aBjiaexca cjio- 
BOM CHMMCxpnnnoro nyxn, oGpasoBannoro KonKaxenan;neH ecxecxBennoro npo^^ojiJKenns 
BjicBo peGpa Xj^, peGpa v n ecxecxBennoro npo^^ojiJKenna BnpaBo peGpa yij- Ocxajioct. 
BocnojibsOBaxbca cbohcxbom 4 cxcm Posn, npHMenennbiM k cxcmc S. 

To JKe caMoe Bepno n nyxn p2. 

Ecjin cnMMexpHnnbiH nyxb npoxo;];nx no xponxe peGep Xi^vyi2 flJia njioxon napbi 
(xj^jT/jj), xo CJIOBO 9xoro nyxn co;i,ep>Knx Xi^VYi^ b KanecxBe iioj\cjiOBa. n nyxt> ne hb- 
jiaexca ^onycxnMtiM. CjieflOBaxejit.no, nyxt. s, KaK flonycxnMBin, ne npoxoflnx no njioxnM 
xpoHKaM peGep. 

□ 
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JleMMa 4.7. Fpacp S" cuAhHocenaeH. Ecau oh HeAHcmcH v,ukaom, mo ceepxcAoeo W 
nepuoduHHO u eso nepuod onpedcAfiemcfi no cxeMe S, onopnoMy pe6py u MHOCHcecmey 
UAOxux nap pe6ep. 

/(oKaaameAbcmeo. PaccMoxpHM b rpa(|)e S" nyxb f{s), rflfi s - nyxb, nocTpoeHHbiii b jieM- 
Me 14.61 3tot cHMMexpHnHBiH nyxb npoxo^Hx tojibko no xoponiHM peGpaM rpacj^a S'. B 
HeM MOJKHO Bbi^ejiHTB HaHajio /(pi), KOHen; f{p2) h cpe^nioio nacTb, npn^eM Hanajio h 
KOHen; npoxoflax no bccm xopomnM pe6paM rpa(|)a S'. HycTb n e - pe6pa cxeMbi S". 
Hm cooTBexcTByioT nyTH b S'. Pe6py d - nyxb did2 ■ ■ ■ d^, pe6py e - nyTb 6162 . . . e^j. 
riyxb f{pi) npoxo^HT no pe6py di. Hs KOHn;oB Kaac^oro ns pe6ep di,d2-, ■ ■ ■ ■, (i„i_i n^ex 
poBHo oflHo xopomee peGpo. Cjie^oBaTejibno, b nyxn s nocjie peGpa di oGasanti h^th 
peGpa d2,d3,. . . , dn^- Anajiornnno, b p2 ecxb BxojK^^enne peGpa e^j, a nepe^i; Bxoac;];eHH- 
eM e„2 B f{s) oGaaana h^th nocjie^oBaxejibHocTb pe6ep 6162 . . .en2-i- HacTb nyxn f{s), 
nannnaioniyioca c did2 ■ ■ ■ dn^ n Konnaion^yioca na 6162 . . . e„2, mojkho pasGnTt. na nocjie- 
;];oBaTejibHL.ie rpynnti pe6ep, o6pa3yiom;He pe6pa rpacjDa S". 

TaKHM oGpasoM, no pe6paM rpacjja S" MOJKno ^oGpaxbca ox jiio6oro pe5pa ^o jiio6oro 
flpyroro. Cjie^OBaTejibno, rpa(|) 5"' cnjibnocBasen. 

ripe^nojioJKHM, HTO S" - n;HKji. Tor^a ns KaJK^oii Bepmnnbi rpa(J)a S' bbixo^ht poBHO 
oflHO xopomee pe6po. HycTb Bcero xopomnx pe6ep n. PaccMoxpnM KaKoe-nnGy^t xopo- 
mee pe6po, KOTopoe b cxene 5" bbixo^ht h3 pas^aiomeii Bepmnnbi, n nasoBCM ero di. 
Taxne pe6pa cym;ecTByioT, nanpHMep, coH^ex pe6po Bn^a Vij. B cxene S' xopomne pe6pa 
o6pa3yioT n,HKji did2 ■ ■ ■ dn- Bosbmcm Wo - nponsBOjibnoe no;],cjioBO W. B S cym;ecTByeT 
CHMMexpHnHbiH nyxb V1V2 ■ ■ - Vn xaKOH, nxo wq C F{viV2 ■ ■ ■ Vn) ^ W. CooxBexcxByio- 
m;HH nyxB b S' ;i,oji>Ken npoxo^^nx xojibko no xopomnM pe6paM - cjie;];oBaxejibno, 3xox 
nyxb HMeex bh^i; dbegin{did2 ■ ■ .dg)^dendi r^e ynacxKH dbegin h <^encZ cocxoax Menee neM h3 
n pe6ep. HycxB nepe^nee cjiobo nyxn did2 ■ ■ ■ dn - 3xo D. Tor;];a Wq aBjiaexcH no^cjioBOM 
cjioBa DbeginD^Dend, Tfle ^jinna cjioB Dbegin H Dend He npeBocxo^Hx nlmax- Ilycxb - 
fljiHHa cjioBa D. Tor^a jiioGoe no^cjioBo cBepxcjioBa W fljinnti HBjiaexcH n;nKjinnecKHM 
cflBHxoM D (ecjiH D' - noflCJioBo W ^jinnti A^, BL.i6epeM wo, coflep>Kam;ee D b cepe^nne 
H HMeiom;ee fljinny + 10 ■ nlmax)- TaxnM o6pa30M, W nepno^nnno c nepno^OM D. □ 

npe^jio:a<;eHHe 4.8. /Jasi S" eunoAneno ceoucmeo 2 cxcm Posu. 

/JoKasameAbcmeo. B caMOM flfijie, pe6pa, Bt.ixo^5im;ne ns oflfion pa3;];aiom;eH Bepmnnbi 
B rpa(|)e S", cooxBexcxByiox nyxsM, BL.ixo;];am;nM ns oflfiOR pa3;];aiom;eH Bepmnnti rpa- 
(|)a S' H HMeiom;HM pasjinnntie nepBbie pe6pa. Cxajio Gbixb, nepe^nne cjioBa pe6ep b S" 
- nepe^nne cjioBa nexoxopbix nyxen, Bi>ixoflam;Hx ns oflfioR pa3flaiom;eH Bepmnnbi rpa- 
4)a S' n nMeiom;nx pasjinnntie nepBbie pe6pa. Hepe^nne cjiOBa sxnx nyxeii nannnaioxcH 
c nepe^nnx cjiob cooxBexcxByiom;HX nepBbix pe6ep, nepBbie GyKBbi Koxopbix, corjiacno 
npe^jiojKennio 14. 5[ pasjinnnti. □ 

TaK KaK CHMMexpnnnbie nyxn b S" HBjiHioxca cnMMexpnHHbiMH nyxHMH b S" c xcmh 
JKe cjiOBaMn, a j^Jis rpa(|)a S' BL.inojinent.1 CBoncxBa 3 n 4, xo sxn ace CBoncxBa Btinojinenbi 
H ^jia rpacjia 5"'. 

IIpe^jiojKeHHe 4.9. /^a^i S" eunoAueno ceoucmeo 5. 

/^OKasamcAbcmeo. PaccMoxpnM b rpacjie S' cnMMexpHHHbin nyxt f{s), r^e s - nyxb, 
nocxpoeHHbiH b jieMMe 14.61 Cjiobo 3xoro nyxn - no^cjioBO CBepxcjiOBa W. Ecjin pe6py d 
rpa(|)a 5"' b S" cooxBexcxByex nyxb did2 ■ ■ - dk, xo did2 ■ ■ - dk ^ /(■§)• Hs cjie^cxBna 13.41 
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HMeeM F{did2 ■ ■ ■ dk) ^ F{f{s)) a xaKJKe B{did2 ■ ■ ■ dk) ^ F{f{s)). OcTajiocb saMexHTb, 
npe^jio:a<;eHHe 4.10. JJasi S" eunoAHeno ceoucmeo 7. 

/^OKasameAbcmeo. PaccMoxpHM nyxb f{s), r^e s - nyxb h3 jieMMbi Hl6l /],OKa>KeM, hto 
ecjiH / - cHMMeTpHHHbiH nyxb B s H F{f{s)) C -^"(0' TO ^jiH jiio6oro pe6pa v G S"' 
BbinojiHHeTCH f □ /. B caMOM ^ejie: nyxt. / 3Bji5ieTC5i cHMMexpHnHbiM h b rpa(|)e S'. Ho 
^OKasaHHOMy panee CBoficxBy 4 ^jih cxeMbi 5", nyxb I co^epjKHX nyxt f{s). A cxajio 6b.ixb, 
B rpa(|)e S" oh npoxo^Hx no bccm peGpaM. □ 

^jia ;i,oKa3axejibcxBa xeopeMBi 14.21 ocxajiocb npoBepnxt. cbohcxbo 6. Ilycxb u - HHxe- 
pecyiomee nac noflpjioBo cBepxcjioBa W. Kaac^^oMy peGpy rpacjDa <S"' b S' cooxBexcxBy- 
ex nyxb, nycxb Bce xaxne nyxH hmciox ^jiHHy ne Gojiee pe6ep, a cjioBa Bcex pe6ep 
HMeiox B 5" ^jiHHy He 6ojiee /max- PaccMoxpHM Wo - HOflCJioBo B W BH^a U1UU2, r^e 
1^1 1 = 1^21 = 10 ■ Nlmax- B 5" cyn];ecxByex flOHycxKMbiii nyxt /, cjiobo Koxoporo co^epjKHX 
Wq. PaccMoxpHM B S" Hyxb /(/). B 3XOM HyxH co^epjKHxca 6ojiee 10 ■ pe6ep. Cpe^H 
nocjieflHHx A^ pe6ep nyxH ecxb pe6po, h3 KOHn;a Koxoporo bbixo^hx 6ojiee o^Horo xopo- 
mero pe6pa. TaKJKe cpe^n HepBbix A^ pe6ep nyxH ecxt. pe6po, b nanajio Koxoporo Bxo^ax 
xoxa 6hi jiBa xopomnx pe6pa. OxpesoK nyxH ue^Kfly sxhmh fl;BjMs peGpaMH o6o3HaHHM r. 
riyxb r HBjiaexca CHMMexpHHHbiM, a ero cjiobo co;];epjKHX cjiobo u b KanecxBC no;];cjioBa. 
KpoMC xoro, r HBjiaexcji chmmcxphhrbim nyxcM b cxeMe 5"'. 

HxaK, TeopeMa 14.21 flOKasana. 



5 3BOJIIOLI,Ha CXGM P03H. 

Onpe^ejieHHe 5.1. Hycxb 5* - cxena Posh cBcpxcjioBa W. Ha ee peGpax mojkho 
HaHHcaxb pasjiHHHbie HaxypajrbHbie nncjia (hjih napbi hhccji). Taxyio cxcMy mbi naso- 
BCM HyMepoeaHHOu. Ecjih c peGep npoHyMepoBaHHoii cxcmbi cxepexb cjioBa, nojiyHHXcji 
o6AesHeHHafi HyMepoeauHasi cxeMa. 

Onpe^ejieHHe 5.2. Memod seoAmi^uu - 3x0 4)yHKii;H5i, Koxopaa xajK^ofi oGjierHeHHoli 
npoHyMepoBaHHOH cxcmc (c HyMepan;neH, flonycKaioiu;eli ^Boflnbie hh^ckcbi) ^aex sxofi 
>Ke cxcMc HOByio HyMepan;iiio, xaxyio, hxo b neii ncnojibsyioxca niicjia ox 1 ^o n fljia 
HCKoxoporo n no o^^noMy pasy Ka>K;i,oe. 

3acJ)HKCHpyeM KaKon-jinGo Mcxofl 3BOJiion;HH n ^ajiee ne 6y^eM ero Menaxt. 

Cpe^H onopnbix pe6ep nponyMepoBaHHOH cxcmbi S bosbmcm pe6po v c naHMenbiuHM 
HOMepoM, H coBepniHM sjieMenxapnyio 3Bojiion;Hio (VF, S,v). 3xa 3Bojiion;H5i jih6o bbmbhx 
nepno^nnnocxb CBepxcjioBa, jih6o ^acx noByio cxeMy. YKaaceM ecxecxBennyio nyMepan;Hio 

nOBOH CXCMbl. 

HanoMnHM, nxo cnanajia cxponxca cxcMa S", a noxoM - S" . B cxcmc S' bcc pe6pa 
MOJKHo nponyMepoBaxb no cjieflyiomeMy npaBHjiy: pe6pa xpoMc v coxpansiox noMepa, a 
pe6pa BH^a % nyMepyiox cooxBexcxByiomHM flBonnbiM nn^eKCOM. 

Ka>K;];oe pe6po b cxcmc S" - 3x0 neKoxopbin nyxr. no peGpaM cxcmbi S", paajmHHbiM 
peGpaM H3 S" cooxBcxcxByiox b 5" nyxn c nonapno pasjinnnbiMH nepBbiMH peGpaMH. 
TaKHM oGpaaoM, pe6pa cxcmbi S" Moxcno nponyMcpoBaxb noMcpaMn nepBbix peGep coox- 
BexcxByioiu;HX nyxeii S' . Tenepb npHMennM k o6jiernennoH nyMcpoBannon cxcmc S" mcxo^ 
3BOjiion;HH. HojiynHxcii noBaa o6jiernenna3 nyMepoBannaa cxcMa, n b nyMepoBannon (ne 
oGjiemennon) cxcmc S" nepenyMepycM pe6pa cooxBcxcxBennbiM o6pa30M. 
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Onpe^ejieHHe 5.3. OnncaHHoe Bbime cooTBexcTBHe, cxaBainee nyMepoBaHHOH cxene Po- 
sh ^pyryio HyMepoBaHHyio cxeny Posh (ecjiH He BBiaBHjiact nepHOflHHHOCTb) nasoBeM 
demepMeHupoeaHHou 360AmiL,ueu. By^eM oGosHanaxb 3to cooxBexcTBHe 5"' = Evol(S'). 

Onpe^ejieHHe 5.4. HpHMeHaa ^exepMenHpoBaHHyio 3Bojiion;Hio k nyMepoBaHHOH cxene 
5* MHoro pas, HOJiynaeM HocjieflOBaTejiBHocTt HyMepoBaHHbix cxeM Posh. KpoMe xoro, na 
KaJK^OM mare nojiynaeM MHOJKecxBO nap HHceji, sa^aiomne njioxne napt.i pe6ep. IIpo- 
moKOA demepMeMUHoeaHHou aeoAmv^uu - 3to nocjieflOBaxejiBHocTt. xaKHx MHOJKecxB nap 
HHceji H oGjierneHHbix HyMepoBannbix cxeM. Ecjih na KaKOM-xo mare Bt>i3BHjiact> nepno- 
flHHHocxb, xo HpoxoKoji 3BOJiion;HH BHesaHHo o6pt>iBaexcH. 

Hs OHpe^ejieHHJi sjieMenxapHoii 3BOjiion;HH cjie^yex 

IIpe^jiojKeHHe 5.5. OdAedHemaH HyMepoeauHaH cxeMa Bah Evol(S') odnosHaHHO onpe- 
dcAfiemcH no o6AezHeHHOu nyMepoeaHHOu cxeMe S u MHOofcecmey nap hucca, sadawmue 
nAoxue napu pe6ep. 



6 CxeMbi Po3H cjiOB c He 6ojiee hgm jiHHefiHbiM noKa- 
saxejiGM peKyppeHTHOCTH. 

SaMenaHHe 6.1. MovuHocmh aAcfjaeuma daAee npednoAasaemcsi (puKcupoeanHou. 
Onpe^ejieHHe 6.2. UocAoeHHa^i cAoofCHocmb P{N) cBepxcjioBa W - KojinnecxBo pas- 

JIHHHBIX nO^CJIOB W ^JIHHL.1 A^. 

Onpe^ejieHHe 6.3. UoKasameAh penyppeHmHocmu P2{N) ^jia paBHOMepno peKyppenx- 
Horo CBepxcjiOBa W - MHHHMajitHoe hhcjio P2{N) xaxoe, hto b jiio6om no^cjioBe CBepx- 
cjiOBa W ^jiHHbi P2{N) Bcxpexaxca Bce no^cjiOBa W ^jihhbi A^. 

Onpe^ejieHHe 6.4. Hhcjio C nasbmaexca orpaHHHHxejieM pexyppeHXHocxH cBepxcjioBa 
W, ecjiH P2(A^) < CN. 

SaMenaHHe 6.5. Mu ne mpe6yeM KaKou-Au6o MunuMaAbHocmu Bar ospanuHumeAsi pe- 
KyppenmHocmu. 

JleMMa 6.6. Cyiu,ecmeyem manafi euHUCAUJuasi (f)yHKUufi Ccomp : N — t- N, umo ecAU W 
- ceepxcAoeo c ozpaHUHumeACM peKyppenmHocmu Crec, nT'O P{N) < Ccomp{Crec)N . 

/JoKasameAhcmeo. PaccMoxpHM KOHennoe ho;];cjiobo ;i,jiHHt.i nCrec- C o;i,hoh cxopoHbi, b 
HCM coflepjKaxca Bce n— GyKBenHbie noflCJioBa cjioBa W. C ^pyron cxopoHbi, pasjiHHHbix 
HOflCJioB ^jiHHBi n B HCM He 6ojibme, HeM ero fljinna. □ 

JleMMa 6.7. Cyiu,ecmeyem manafi euHUCAUJuasi (f)yHKUufi Ccass : N — ?■ N, nmo ecAU Oasi 
ceepxcAoea W u neKomopozo C eunoAHeno P{N) < CN, mo P{N + 1) — P{N) < Ccass- 

/],OKasaxejibcxBO sxoro nexpHBHajiBHoro yxBepacflenna npHBe^eno b pa6oxe [3J. 

CjieflCTBHe 6.8. /5y Cyiu,ecmeyem manafi euHUCAUMasi (f)yHKUufi C4 : N — )■ N, nmo ecAU 
y ceepxcAoea W Crec ^ oepanuHumeAb peKyppenmHocmu, mo eo ecex spacpax Po3u Gk{W) 
KOAUHecmeo eepmun cyMMapnou cmenenu 6oAee 2 ne npeeocxodum C^^Crec)- 
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JleMMa 6.9. Cymecmeyem maKan euHucjiuMaA ^yHKV,UH C5 : N — >■ (0; nmo ecjiu 
djiA ceepxcjioea W euno/iHenu ceoucmea 

1. Crec fisAfiemcfi ospaHUHumejieM peKyppeHmHocmu, 

2. HeKomopoe nodcAoeo u ecmpeHaemcH e W dea pasa co cdeueoM uewbrnuM, neu 

C^{Crec)\u\, 

mo W nepuoduHHO c dAunou nepuoda, paenou ee/iuHune amoso edema. 
JJoKasameji'bcmeo. IlycTi. b W ecTi. flsa BxojKfleHHfl u fljiHHti k, a hx jieBbie kohi];m na- 

XOflflTCfl Ha paCCTOflHHH I < . 

U 

, ^ ^ 

ai . . . a/ ai+ifl/+2 . . . «A:'-i"A'f'/,'-i ■ ■ ■ 

^ V ' 

U 

Ho onepeflH paccMaTpHBaa 06a BxoacfleHHfl cjiOBa m, npnxoflHM k BtiBOfly, hto 4)parMeHT 
Oi . . . a; noBTopHTCfl HOflpflfl KaK MHHHMyM [y] pa3, HTo iipcBbimaeT Crec- JlioSoe nofl- 
cjioBo W j\jmsh\ I HBjiaeTCH no;];cjioBOM cjioBa (0102 . . .0;)*"'''='=, hto HeMefljieHHO BjieneT 
nepHOflHHHocTb W c nepHOflOM 0102 ... a/. □ 

Cjie^CTBHe 6.10. Ecjm ceepxcAoeo W nenepuoduHHO u Crec ~ eso ospaHUHumeAb pe- 
KyppeHmHocmu, mo, eeAU u C W , mo Bar awBux deyx pasAUHHUx exoofcdeHUU u e W 
ux Aeeue kohv,u naxodjimeji Ha paeemoHHUu He MeHhuieM, HeM C^{C'rec)\^\- 

OnpeflejieHHe 6.11. Macmma6 cxeMU - HaHMeHtmafl h3 ajihh cjiob, HanHcaHHbix na 
onopHbix peSpax stoh cxeMbi. 

riycTb S - cxeMa Po3h fljia CBepxcjiOBa W. BosBMeM co6Hpaioiii,He BepniHHbi SToii cxe- 
MBi. H3 Kaacfloli co6Hpaioiii,eH BepmnHbi bbixoaht eflHHCTBeHHoe pe6po, B03BMeM ero ecxe- 
CTBeHHoe npo;];oji>KeHHe Bnepe^. B cxeMe 5" nojiyHHTCH Ha6op CHMMexpHHRbix nyxefi {sj}- 
PaccMoxpHM pasflaiomne BepniHHbi cxcmbi 5". Kaac^oii h3 hhx bosbmcm ecxecTBeH- 
Hoe npoflOJiaceHHe Ha3afl pe6pa, Bxoflamero b BepniHHy. IIojiyHHM naSop CHMMeTpHHHbix 
nyxeii {U}. 

JleMMa 6.12. Cym,eemeyem manan euHueAUMan cfjyHKi^uH Cq : N ^ N, nmo eeAU W - 
ceepxcAoeo c ospaHUHumeAeM peKyppeenmHocmu Crec, S - eso cxeMa, a {si} - nocmpo- 
eHHUu eume Ha6op, mo dAA ak>6ux deyx nymeu Si, S2 U3 {sj} Oauhu CAoe F{si) u F{s2) 
omAUHatomcA ne 6oAee, hcm e CQ{Crec) 

JJ^OKaaameAhcmeo. Tax xax sBjiaeTca nepeflHHM cjiobom nepBoro pe6pa nyxn si, 

TO F{si) □ W . AnajiornHHO, -^"(52) E W . Pobho OflHO h3 peSep nyxH si bxc^ht b paa- 

;];aioiri;yio BepniHHy. To >Ke caMoc BcpHO h S2- Cjie^OBaTCJibHO, cjiynan Si C2 ^2 hjih 
•§2 ^2 •§! HeBOSMOJKHBi. SnaHHT, HO CBOHCTBy 4 cxcM Po3H, B F{si) MOJKeT 6biTb He 6ojiee 

OflHOrO BXOaCfleHHH F[S2) H Hao6opOT. EcJIH 6bl ^JIHHbl CJIOB F[si) H F[S2) pa3JIHHajIHCb 

Sojiee, HeM b 2C3 pa3, to o^ho h3 cjiob (nanpHMep, F[si)) mojkho Sbijio Gbi pa36HTb na 
flBa cjiOBa, KajKfloe h3 KOTopbix coflepjKajio 6bi F(s2). □ 

SaMenaHHe 6.13. B yeAoeuHX npedudyiu,eu acmmu, Oah aw6ux nymeu us {U} omnome- 
Hue dAUH ux CAoe ne npeeocxodum CQ{Crec)- JJoKaaameAbcmeo noAHOcmbto anaAosuHHO. 
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CjieflCTBHe 6.14. Uycmb S - cxeMa Poau d^n W , a Crec ^ ospanwHumeAb peKyppeHui- 
Hocmu. EcAU M - Macmma6 cxcmu S, mo Bar awBozo nymu us {sj} uau {ti} dAuna eso 
CAoea He npeeocxodum CQ{Crec)M . 

JleMMa 6.15. /Jasi aki6oso nymu us {si}, eso CAoeo sieAsiemcsi e W cneyuaAbuuM CAe- 
ea u OKamueaemcH na neKomopoe 6ucneu^uaAbHoe CAoeo Oauhu ne juenee M, zde M - 
MacmmaB cxcmu. 

floKasamcAhcmeo. HycTb paccMaTpHBaeMbift nyxb HMeeT peGepnyio aanncb f if 2 ■ ■ - Vn- 
Tor^a pe6po f„ bl.ixo;];ht h3 coGnpaiomeH BepmnHbi, HHane ecxecTBeHHoe npo;i,oji>KeHHe 
pe6pa Vi Gbijio 6t.i Kopone xoxa 6t>i na of^ao pe6po. Pe6po HBjiHexca onopHbiM. 

/I,OKajKeM, HTo cjioBo jiK)6oro onopnoro pe6pa v sBjiaexca 6Hcneii;HajibHbiM b W . JAp- 
KajKCM, HanpHMep, hto F{v) aBjiaexca cneii;Hajii>Hi>iM cnpaBa. HycTb hs npaBoro KOHn;a 

V BBIXO^HT 2/1 H 2/2- Ho CBOHCTBy 7 CXCM Po3H ^JIH pe6pa yi eCTB Uy^ - nOflCJIOBO CJIOBa 

W TaKoe, HTO jiio6oii CHMMexpHnHBiii nyxt, cjiobo Koxoporo co^epjKHX Uy^, npoxo^HX no 
pe6py 2/1- Ho jieMMe [3l7t b cxene S ecxb ^onycxHMbm nyxt, cjiobo Koxoporo coflepacHX 
Uy^. PeGepnaa aanncb sxoro flonycxHMoro nyxH oGsaana co^epjKaxb vyi. CjieflOBaxejiBHo, 
B CJIOBO 3xoro nyxH bxo^hx nepeflnee cjiobo nyxH vyi, cxajio Gbixb, F{vyi) C W. 

AnajiorKHHo ;];oKa3Baexca, hto F{vy2) ^ W . Tax xax F{vyi) = F{v)F{yi) h cjiOBa 
F{yi) HMCiox pasjiHHHbie nepBbie 6yKBL.i no CBoncxBy 2 cxeM Posh, v aBjiaexcH cnen;najib- 
nt>iM cnpaBa. Cnen,Hajibnocxb cjicBa ^oKasbiBaexcH a6cojiioxno xax ace. 

TaKHM o6pa30M, F{vn) - 6Hcnen;Hajii>noe. To, nxo > M, oncBH^^no. 

Tenepb flOKa>KeM, nxo cjiobo nyxn V1V2 ■ ■ - Vn mbjihcxch cneii;Hajii>Hi>iM cjreBa. Hycxb xi 
H X2 Bxoflax B nanajio pe6pa vi. JJ^jis pe6pa xi ecxb u^^ - xaKoe no^cjioBo W, nxo jiio- 
60H CHMMCxpHnnbiH nyxb, cjiobo Koxoporo co/i;ep>KHX Ux-^^, co^epacnx Xi. B S cymecxByex 
flonycxHML.iH nyxb Z^.^, cjiobo Koxoporo co^epjKHX Ux-^^- 3xox nyxt npoxo^nx no pe6py Xi. 
Cj[eflyioru;He n pe6ep 3xoro nyxn Moryx Gbixb xojibko pe6pa Vi,V2, ■ ■ - Vn- PaccMoxpHM 
CJIOBO F{lx^): B{xi)F{yiV2 ■ ■ ■ Vn) ^ B{lx^). Snannx, B{xi)F{siS2 ■ ■ ■ Sn) ^ W . 

AHajrornnno, B[x2)F{viV2 ■ ■ ■ Vn) ^ W . HojiBayacb cbohcxbom 2 cxcm Posh B{xi) 
H B{x2), nojiynacM, nxo F{viV2 ■ ■ ■ Vn) SBjiaexcH cnen;Hajibnt.iM cjicBa. □ 

Anajiornnno ;i,OKa3t.iBaexcH cooxBexcxByioiu;HH (|)aKX j^jis nyxen {ti}. 

Cjie^CTBHe 6.16. Ecau ceepxcAoeo nepuodunno c dAUHOu nepuoda N, mo Macuima6 
A}o6ou cxeMU Posu Bar amozo CAoea Meubiue, hcm N . 

/^OKasameAbcmeo. Ecjin Macmxa6 cxcmbi Posh paBcn M > A^, xo b CBcpxcjiOBC ecxt. 
cneii;HajiBnoe cnpaBa ho^cjiobo ^jinnti A — 1, nero ^jia nepno^nnnoro c nepno^oM A 
CJIOBa ne hojkcx Gbixb. □ 

JleMMa 6.17. Cyuj,ecmeyem manan euHUCAUJuasi cfjyHKU^usi C7 : N — t- N, nmo ecAU Crec 
- ozpaHUHumeAh peKyppenmnocmu ceepcAoea W, a S - cxeMa Posu amoso ceepxcAoea, 
mo KOAunecmeo eepmuH e S ne npeeocxodum Cj{Crec)- 

/JonasameAbcmeo. OneBH^no, b cxcmc S KOJinnecxBO coGnpaiomnx Bepmnn paBno nnc- 
jiy nyxen b naGope {sj}, KOJinnecxBO pas^aion];nx Bepmnn - nncjiy nyxen b naGope {ti}. 
On;ennM nncjio nyxen b {si}. Hycxb M - Macmxa6 cxcmbi S. PaccMoxpnM ^ji3 W rpacj) 
Posn Gk, rpfi k = Iy]- PaccMoxpnM cjiobo Si G {si}. Hs 16. 14^ ero cjiobo F{si) nMeex 
fljrnny, ne npeBocxo^amyio CQ{Crec)M. Hs jlcmmbi [6.151 cjienvex. nxo nocjie^nne k 6yKB 
3xoro CJIOBa sBjiaioxcii cjiobom, cnen;najiBnt.iM cnpaBa, a nepBbie k 6yKB - cjiobom, cnen;n- 
ajibntiM cjicBa. Hpn bxom F{si) HBjiaexcH ho^cjiobom W. Bee no^cjioBa b F{si) ^jinnti 
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k + 1 o6pa3yioT nyxb b Gk, Be^ymnfi h3 coGnpaiomeii BepinHHti b paa^aioinyio. HycTb b 
3TOM nyxH o6Hapy>KHjica n;HKji ^jikhbi /. 

3to sHaHHT, HTo B W ecTh noflcjioBo ^jiHHbi + / , nepBBie k Gjkb KOToporo oGpasyioT 
TO JKe cjioBo, HTo H Hocjie^HHe k 6yKB. IIpHMeHHH jieMMy 16.91 nojiyHHM, hto jih6o / > 
C^{Crec)k, jihGo CJIOBO W nepHO^HHHo c nepHo;];oM /. Ho, Tax Kax I < k < M, BTopott 
cjiynaH npoTHBope^HT yTBepac^eHHio jieMMbi 16.161 

CjioBy F{si) cooTBCTCTByeT nyTb no peGpaM rpa(|)a Gk hs oj^Hoti cneii;Hajit>HOH Bep- 
niKHbi B ;];pyryio, 3tot nyTB ne mojkbt nona;i,aTt. b ofl,Hy h xy jkc BepniHHy Gk Menee, hcm 
Hepea C^{Cre(^k maroB, a ero fljinna ne npcBocxo^Hx Cq{Ct(.c)M . SnanHT, o^^ny h xy ace 
BepniHHy rpa(|)a Gk 9xox nyxb HocexHX ne Gojiee ^J^^'""-'^'^^ pas. 

Ha jieMMBi 16. 8[ b rpa(|)e Gk Moacex 6t.ixb ne Gojiee Ci{Grec) cnen;HajiBHt.ix Bepmnn. 
Tor^a noceiu;eHHH cnen;HajibHL.ix BepniHH y nyxn 6y^ex ne Gojiee '^6('^g^'^)^'^4(^'^ree) ^ g^j^j^ 
\B\ - moili;hocxb namero aji(|)aBHxa, xo Bcero pasjinnHtix nyxeli, BL.ixofl5iiu;HX us cneii,H- 
ajiBHoii BepniHHbi, Bxo;];aiu;HX b cnei^najibHyio BepniHHy n coflep>Kaiu;HX ne Gojiee '^^^^q""^^ 
(c ynexoM KOjinnecxBa BxojK^ennn) cnen;HajibHt.ix Bepmnn, Gy^ex ne 6ojiee, neM 
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JIjis pasjinnnbix nyxen na {sj} nx cjiOBa xaxjKe pasjinnnti, nnane, no CBoncxBy 4 
cxeM Posn, nyxn 6hi coBnaflajin. Snannx, sxhm nyx3M mbi nocxaBnjin b cooxBexcxBne 
pasjinnnbie nyxn b Gk- HosxoMy Bepna on;enKa 

C^(Crec)MC^(Crec) 

C^{Crec)k 

i=l 

Anajiornnnaa on;enKa BbinojinHexcH ^jia nncjia nyxen b {tj}. □ 

CjieflCTBHe 6.18. Cymecmeyem manafi eunucAUMafi (fjyHKV)Usi Cgch : N — t- N, nmo ecAu 
63firm> eceeosMoofCHue ceepxcAoea c ospanwHumeAeM peKyppeHmHocmu Crec u paccMom- 
pemh ece o6Ae2HeHHue HyMepoeauHue cxcmu, 603HUKamm,ue npu demepMenupoeaHHUx 
seoAwyufix amux cAoe, mo KOAUHecmeo pasAUHHUx cxeM 6ydem KoneHHO u ne 6ydem 
npeeocxodumh Csch{Crec) ■ 

/I^OKaaameAhcmeo. KojinnecxBO xaxnx cxeM ne npeBocxo;];nx nncjia pasjinnnbix opnenxn- 
poBannbix rpa(|)OB, y Koxopbix ne Gojiee, ncM Cj{Crec) BepmnnaM, cxenenn Bepmnn ne 
npcBocxo^HX Momnocxn aji(|)aBnxa (Koxopbin y nac cJinKcnpoBan) , a pe6pa nponyMepoBa- 
nt.1 nanajibnbiM oxpesKOM naxypajibnbix nnceji. □ 

JleMMa 6.19. Cyvui,ecm6yem maKafi euHUCAUMan (pyHKi^ufi Cs : N — t- N, umo ecAU Crec ^ 
ospaHUHumeAb peKyppeHmHocmu Oasi ceepxcAoea W, a Si u S2 - HyjuepoeaHHue cxcmu 
Po3U Bar u S2 = Evol(S'i), mo Macmma6u cxeM Si u S2 omnocfimcfi ne 6oAee, hcm e 

C^{Crec) pas- 

/JoKasamcAbcmeo. Ecjin v - onopnoe pe6po cxcmbi S2, xo eMy cooxBexcxByex neKnn chm- 
MexpnnnbiH nyxb s no pe6paM cxeMbi Si, npnncM F{s) = F{vi)- Hyxb s 3a;i,aexc3 b Si 
noMepaMn ero pe6ep b cooxBexcxByiomen o6jiernennoH cxcmc. 
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riyxb s (to ecTb HOMepa ero pe6ep b oGjierneHHOH nponyMepoBaHHOH cxeMe ^jih Si) 
o^HOSHaHHO onpeflejisioTCH no cjie^yiomeMy Ha6opy: {OGjierneHHaa nyMepoBaHHaa cxeMa 
Si, MHOJKecTBo nap njioxnx pe6ep b ^Si (sa^^aBaeMbix noMepaMH sthx pe6ep), o6jiernennaa 
nyMepoBannaa cxeMa 15*2, noMep pe6pa v b cxeme 82}- 

Hs 16.181 cjiepyeT, hto xaxnx naGopoB fl^jis cjioBa W Konennoe nncjio. Bojiee Toro, Bce 
TaKHe naGopbi fl^jis 3a;];annoro Crec Moacno sBno yKasaxb n ^jia Kaac^^oro naGopa Moacno 
HaHTH fljinny nyxn s. Cjie^^oBaxejibno, MOJKno nanxH xaKoe nncjio Cgi^Crec) y nxo fl^Jisi ;AJi3 
Bcex 5*1, S'2 H f jxJiiiHa cooxBexcxByion^ero nyxn s ne npeBocxo^^nx Cs{Crec)- 

A anannx, F{s) < CgCM, r^e M - Macmxa6 cxcmbi Si, nnane j^jis nexoxoporo onop- 
noro pe6pa Vq rpa(|)a Si 6jflfiT F{vo) ^CsiCrcc)+i ^i.^) ^5 no cBoncxBy 4 cxeM Posh, 

HepaBencxBO b ^pyryio cxopony (|F(f)| = > M) oneBH^no. □ 

JleMMa 6.20. Cym,ecmeyem mamsi euHUCAUMasi (pyuKyuH Ciq : N — N, 'HUIO CCJIU Cfec 
- ozpaHUHumeAb peKyppeHmHocmu Oasi ceepxcAoea W , mo Bar ah)6ou cxcmu S smoso 
ceepxcAoea Oauhu ecex CAoe na pe6pax smou cxcmu ne npeeocxodfim Cio{Crec)M , ede 
M - Macmma6 cxcmu. 

/JoKasamcAbcmeo. /Jocxaxonno ^^oxasaxb fl^jis nepeflnnx cjiob, jiJis aa^^nnx ^oxasaxejib- 
cxBo ne 6y^ex oxjinnaxbCH. 

JJ,Jis pe6ep, BL.ixo^5in];HX h3 coGnparon^nx Bepmnn, cyn^ecxBOBanne xaKon Koncxanxbi 
cjieflyex ns jieMML.i l6.12l PaccMoxpnM nponsBOjibnoe pe6po v, Bbixo^an^ee h3 pas^aionien 
Bepmnnti. Ho CBoiicxBaM cxeM Po3h, b 5" ecxt flonycxHMBin nyxb ly, npoxo^an^nn nepea 

V. 

PaccMoxpHM - MHnHMajibnbiH CHMMexpHHHbiH no^nyxb sxoro nyxn, npoxo^amnii 
nepes v. Ero pe6epnaa sanncb HMeex bh^i; 



TaK KaK /(, - MHnHMajibnL.iH, xo cpe^n pe6ep V1V2 ■ ■ - v poBno o^no Bbixoflnx ns co6h- 
paioni;eH Bepmnnbi (a HMenno Vi). Taxace ns MnnnMajitnocxn cjie^yex, nxo cpe^n peGep 
V . . .Vn poBno ojXHO Bxo^^HX B pas^aiomyio Bepmnny (a HMenno t>„). Tor^a 1'^ npoxo;i,HX ne 
Gojiee, neM no ^ByM onopnbiM pe6paM. A xax xax ero cjiobo aBjiaexca no;];cjioBOM W, xo 
H3 CBOHCXBa 4 jijis cxeM ero jiJinHa. \F{1'^)\ Menee, neM SCrecM. Ocxajiocb saMexnxb, nxo 



JleMMa 6.21. Cym^ccmeycm maKan eunucAUMan (jjyHK%UH Cu : N — )■ Q+, nmo ccau 
Crec ^ ospaHWHumcAh pcKyppcHmHocmu Bar cecpxcAoea W , S - cxeua Po3U Bah W , a p 
- donycmuMuu nymb, mo \F{p)\ > Cii{Crec)MN . Sdcch M - uacmmad cxcmu, a N - 
KOAUHCcmeo pe6cp nymu. 

/^OKasamcAhcmeo. Hycxt Vi - nepBoe pe6po nponsBOjibnoro ^onycxHMoro nyxn s. Tor^a 
CJIOBO F{vi) HBjiaexca nanajiOM F{s). EcxecxBennoe npo^^ojiacenne BnpaBO pe6pa Vi - 
CHMMexpHnnbiH nyxb, npHHafljreJKaninn {si} (sxo MnoacecxBO nyxen onpe;];eji5ijiocb nepe^ 
jieMMOH I6.12p . Corjiacno jieMMe [6.15[ F{vi) aBjiaexca cnen,HajibnL.iM cjieBa, a ero fl^jinna 
ne Mentme, neM M. Anajiornnno ;];oKa3t.iBaexc3, nxo F{s) OKannnBaexcH na cnen,Hajibnoe 
cnpaBa cjiobo fljiHHbi ne Menee M. 

Cjie^OBaxejiBno, cjiobo JiioGoro ^onycxHMoro nyxn cooxBexcxByex ncKoxopoMy nyxn 
no peGpaM rpacjja GjM], Be^ymeMy h3 Kaxon-xo jieBocnen;HajiBnoH Bepmnnbi b Kaxyio-xo 
npaBocneii,Hajibnyio . 



V1V2 ...V...V, 



'n- 




□ 
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PaccMoxpHM nyxb p. CpeflH ero — 1 npoMe>KyTOHHL.ix BepniHH Hafiflyxca jih6o nojio- 
BHHa pas^aiomHx, jih6o nojioBHHa coGnparomnx. He jMajiss oGmHocTH, Gy^eM cHHTaxt., 
HTO BBinojiHeHO nepBoe. PaccMoxpHM MHoacecxBO ^onycTHMtix nyxeii, HBjiHiomHXCH na- 
lajiaMH nyxH p. Hx xoxh 6t.i ^^y^- ynopa^oHHM sxh nyxH xaK, hxo6l.i cjiobo Kaac^oro 
cjie^yiomero nyxH aBjiajiocb HanajioM cjioBa npeflbi^ymero. 

- 1 

F{p) = F{po) h F{p^) F{pk), k > 



CjiOBaM F{pi) B rpacjie G^m^ cooxBexcxByiox nyxH /j, HaHHHaiomHeca b o^hoh coGnpaio- 
meii BepmHHe, KOHHaiomHeca b paa^aiomnx BepniHHax h xaxne, hto KajK^biii cjie^yromnii 
nyxb HBjiHexcH no^nyxeM-HanajioM npe^ti^ymero. B Gjmj He 6ojiee Ci{Crec) cnen;HajiB- 
HL.IX BepniHH (cm. jieMMv [6l8|) . Cjie^oBaxejiBHo, nepea o^ny h3 pa3flaioiri,Hx BepniHH nyxt> 
Iq npoxo^Hx He Menee 20^(0^ ) P^^- 

H3 jieMMBi 16.91 cjie^yex, hto jih6o MejK^y jhoGbimh ^ByMs nocjieflOBaxejibHbiMH noce- 
meHHSMH oflHOH H xoH TKB BepniHHBi rpacj)a GjMj B nyxH Iq He Menee [Y]C5{Crec) pe5ep, 
jih6o W nepHo;];HHHo c nepnoflOM, MeHbniHM C^^Crec)^- CorjiacHo yxBepacjeHHio 
BxopoH cjiynali neBOSMoaceH (xaK KaK C5 MeHtme e^HHHi];t.i) . SnanHX, /q npoxo^HX ne 
Menee, neM no [^j^sl^ree) c-^^J"^ ) pe6paM. Ocxajiocb cKaaaxb, nxo fljinna /q ne 6ojiee 
\F{so)\. ' □ 

JleMMa 6.22. Cym,ecmeyem maKasi euHUCAUMan (pyuKyuH C12 : N — ?■ N, H1710 CCJIU Crec 
- ozpaHUHumeAh peKyppeHmHocmu Oasi ceepxcAoea W, S - cxejua Posu Macmma6a M, a 
s - nymb, npoxodfim,uu no N pe6paM, mo dAuna CAoea amoso nymu F{s) ne npeeocxodum 

Ci2{Crec)NM. 

/^OKasameAhcmeo. Ecjin CHMMexpHnntin nyxb npoxo^nx no pe6paM, xo ^jinna ero 
cjiOBa ne npeBocxo^nx Nl^ax, r^6 /max ^ MaKCHMajibnas h3 fljinn cjiob na pe6pax. B cnjiy 
jieMMBi [6.20[ Imax < Cio{Crec)M. JleMMa ;];oKa3ana. □ 

7 OcHacTKH H nocTpoGHHe ajiropHTMa ^jia Mopc})HHe- 
CKoro cjiynaa. 

Onpe^ejieHHe 7.1. Hycxt. A aBjiaexcH KonennbiM no;];cjioBOM W, S - cxeMa Po3h j^jis 
W. MnoacecxBO CHMMexpHnnbix nyxen b S, cjioBa Koxopbix 3bji3ioxc5I no;];cjioBaMH A, 
o6o3nanHM S{A). Ecjih S{A) nenycxo, b bxom MnoacecxBe ecxt MaKCHMajibnL.iH sjieMenx 
oxnocHxejibno cpaBnenns Koxoptin 6yfleM na3L.iBaxb nepaciuupsieMUM nymeM. One- 
BH^no, fljia KaJK^oro nyxn h3 S{A) ecxb nyxb, Koxopbin co^epacnx ero n SBjiaexca nepac- 
mnpaeMbiM. Ha30BeM sxox nyxb MancuMaAtHUM paciuupenueM. 

SaMenaHHe 7.2. Ecau 6u cxeMa nasueaAacb ne S, a, donycmuM, S' , mo MHOotcecmeo 
nymeu mu 6u oBosnauaAU S'{A). 

JleMMa 7.3. Ecau s - uepacmupfieMuu nymt e S{A), mo \A\ — 2/jnax < l-^l-^)! < 1^1? 
^de /max ^ MaKCUAtaAbHan U3 Oauh CAoe Ha peSpax S . 

/^OKasameAbcmeo. HepaBencxBO < \A\ oneBH^no, xaK KaK F{s) C A. 

HyCXB A HMeeX BH^ UiF{s)u2. Ecjin < \A\ — 2/max, to JIh6o \Ui\ > /max, JiH- 

60 1 > /max- He yMajiHa o6iLi;nocxH, npe^nojiojKHM Bxopoe. Ho jieMMe [3^ cymecxByex 
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TaKoii ^onycTHMMH nyxb Si, hto HanajiOM ero HBjiHexcH nyxb s, a ero cjiobo HMeex bh^ 
= F{s)u2Us. HycTb s HMeex peGepnyio aanncb V1V2 . . .Vn, a. S2 - peGepnyio sannct. 
V1V2 ■ ■ ■ VnVn+i ■ ■ ■ Vn+k- PaccMoxpHM nyxb, o6pa30BaHHt.iH s H ecxecxBeHHBiM npo^ojiJKe- 
HHCM BnpaBO pe6pa Vn+i- Cjiobo 3xoro nyxH SBjiaexca ho^cjiobom A, cjie^oBaxejibHO, s 
He aBjiJiexcH HepacmnpaeMbiM b S{A). □ 

JleMMa 7.4. Cyiu,ecmeyem maKasi euuucAUMafi (^yuKyuH C13 : N — N, umo ecAU Crec 
- ozpaHUHumeAh peKyppeHmHocmu Oasi ceepxcAoea W , mo Bar awBou cxcmu Posu S , 
cuMMempuHHoso nymu I u cAoe X , Y , Z manux, nmo eunoAHenu CAedymiUfUe ycAoeun: 

1. CAoeo XYZ fiGAHemcfi nodcAoeoM W; 

2. min{|X|, \ Z\} > Ci3{Crec)M , ede M - Macmma6 cxcmu S; 

3. Au6o W He uMeem nepuoda, au6o ezo MUHUMaAhHuu nepuod ne Menee 3MCio{Crec), 
CAedyK)iu,ue ycAoeufi aKeueaAenmHu: 

1. I e S{XYZ) 

2. Cym,ecm6yem maKou cuMMempuHHUu nymt V , umo I C /' pasBueaemcfi na mpu 
Hacmu V = xyz, sde xy - nepacmupsieMuu nymb Bah S{XY), y - uepacmupfieMuu 
nymb Bar S{Y), yz - uepacmupfieMuu nymb Bar S{YZ). 

/JoKasameAbcmeo. BbiGepeM C13 xaKHM, hxoGbi npn Bcex n Bt.inojiH3jiHCb nepaBencxBa: 

CM > 6Cio(n); 

2Cio{n)M < C5(n)(Ci3(n)M - 2Cio(n)M). 

P^ajiee, ecjiH ^jih c|)yHKi];HH ne yxasaH apryMenx, noflpasyMeBaexcH, hxo oh paBen Crec- 
CnaHajia ^oxajKeM, hxo 1 Bjienex 2. 

By^eM ^OKasbiBaxb, hxo b KanecxBe /' mojkho bshxb MaKCHMajibHoe pacmnpeHHe / b 
S{XYZ). Ho jieMMe [775| F{1') > \XYZ\ — 2/jnax; a h3 jieMMbi [B.2UI cjienyex /max < CiqM. 

PaccMoxpHM B /' xaKoe MaKCHMajitHoe nanajio li, hto li G S{XY). ^oKa>KeM, hxo li - 
HepacinHpaeMbiH b S{XY). Hycxb F{1') = F{li)ui. PaccMoxpHM BxojKfleHHe cjioBa F{1') 
B XYZ, KaK no;];cjioBa u. 

Tax KaK /' - HepacrnHpaeMbiH b XYZ, xo 

XYZ = diF{l')d2, 

\di\ < /max, M2I < ^max- 

XYZ = diF{h)uid2. 

EcxL. jiBa cjiynaa: 

1. \diF{li)\ < \XY\. B 3XOM cjiynae nojiynaeM \diF{li)\ > \XY\ — /max, HHane y /' ecxb 
Haiajio l[ xaKoe, hxo /i C l[ h |F(/'i)| < |-/^(/i)| + /max, a cxajio 6t>ixt>, F{1[) □ XY. 

Tor^a |F(/i)| > - 2/max > 2C13M - 2CioM. 

EcjiH ecxb ;i,Ba pasjiHHHbix Bxo>K;i,eHHa F{li) b XY, xo c;];BHr Meac^^y hhmh ne npe- 

BOCXO^HX 2/max < 2CiqM. TaK KaK BbinOJIHeHO 

2C10M < C5(2Ci3M - 2C10M), 
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TO CBepxcjioBO W, corjiacHO jieMMe [6l9| nepHO^HHHO c nepnoflOM He npeBocxo^amHM 
2CioM. HpoTHBopeHHe. Cjie^oBaxejibHo, ecxb poBHo o^ho BxojK^eHHe F{li) b XY. 

HpeflnojioJKHM, hto li pacmnpHeMbiH b XY. Torj^a jiJis neKOToporo CHMMexpHHHoro 
nyxH /'/ BbinojiHHeTca li □ h -^(^i) ^ XY. Mojkho CHHTaxb, hto li - Koneu, hjih 
Hanajio 

(a) /'/ = kh. Tow XY = eiB{h)F{h)e2. 

TaK KaK ecTB poBHo o^Ho BxojKflCHHe F{li) B XY, TO di = eiB{lb) h 

XYZ = eiB{k)F{l')d2. 

Tor^a CHMMeTpHHRbiii nyTb G S{XY Z) h nyTb /' pacrnHpaeMBiii. 

(b) /'/ = lile- ToTf\a, XY = eiF{li)F{le)e2. Tax KaK y F{li) tojibko o^ho BxojK^enne 

B XY, TO Ci = di H 

XY = d,F{h)F{Qe2. 

Cjie^oBaTejiBHo, F{lile) ^ XY. KpoMe Toro, F{lile) JiBjiaeTca nanajioM F{1'). 
Torfla, no 2-My cBoflcTBy cxeM Po3h, lile aBjiHCTCH nanajioM /' (HHane paccMOT- 
pHM nepBoe pe6po nyTH lil^., ne coBna;];aioiri;ee c pe6poM nyTH /'). HpoTHBope- 

2. |(iiF(/i)| > \XY\. B 3TOM cjiynae diF{li) = XYd^, r^e l^sl < \di\ < /max- Tax 
KaK ^ W^, \XYd3\ < \XY\ + CiqM, > \XY\ - doM, to 

cjioBO F{li), HMeiomee flJiHny ne Menee 2C13M — CiqM, BCTpenaeTCJi co c^BHroM, 

MeHbinHM 2C10M. H3 JieMMbl [n3] BBIBOflHM npOTHBOpCHHe. 

PaccMOTpHM /2 - TaKOH MaKCHMajit.Ht.iH kohbh; HyTH HTo I2 G S(YZ). AnajiorHH- 
HbiMH paccyjK^eHHiiMH HojiyHHM, HTo I2 - HepacniHpHeMBiH B S{YZ). 

/^OKaJKCM cjie^yrotLtHH (|)aKT: nyTH li h I2 BHyTpn /' nepeKptiBaiOTCH, to ecTij b nyTax 
li H I2 cyMMapHO 6ojiijnie pe6ep, neM b nyTH B caMOM ^ejie, nnane bosi^mcm s - ecTe- 
CTBCHHoe npo;];ojiJKeHHe bjicbo nocjieflnero pe6pa h. HyTh s HBjiaeTCJi cHMMeTpHHHbiM, 
FiS) < CwM. Tor^a |F(/')| + \F{s)\ > F{h) + F^h), to ecTt 

\XYZ\ > {\XY\ - 2C10M) + {\YZ\ - 2C10M) - CioM, 

HJIH 5CioM > C13M, HTo HeBepHo B cHjiy BBiGopa C13. 

HTaK, MOJKHo cHHTaTt., HTo li = xy, I2 = yz, I' = xyz. Jljiii flOKasaTejiijCTBa hmhjih- 
Kaii;HH 1 — )■ 2 ocTajiocij HOKaaaTi^, hto nyTi^ y - HepacninpaeMbm nyTij b S(Y). 

HMeeM XYZ = diB{x)F{y)F{z)d2, XY = diB{x)F{y)ei ^YZ = e2F{y)F{z)d2, 
r^e max{|(ii|, |c?2|, |e2|} < /max- Hojihsjsch oneBH^HbiM paBencTBOM \XYZ\ + \Y\ = 
\XY\ + \ YZ\, HojiynaeM 

\Y\ = |ei| + leal + \F{y)\. 

TaK KaK Y OKannnBaeTca na F{y)ei h nanHHaeTca na e2F{y), mojkho cj^ejiaTh bbibo^i;, 
HTo Y = e2F{y)ei. 

Cjiobo F{y) HMeeT ^jiHHy ne MeHhuijio, neu C13M — 2MCio, h, ecjiH 6t.i oho BCTpena- 
J10CI3 B Y flTsa pasa, to BCTpenajiocij 6t.i co c^bhtom, hc npeBocxo^amnM 2CioM. B cHjiy 
jieMMt.1 16.91 H HepaBencTBa 

Ci3M-2MCin > 2MCin, 
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3TO BjieKjio 6hi nepHOflHHHocTb W c nepHo^oM, MeHbinHM 2CioM. HosTOMy F{y) Bcxpe- 
Haexca b Y o^hh pas. 

EcjiH nyxB y - pacinHpaeMBiii ^jia S{Y), to, He yMajisa oGmHOCTH, y - Hanajio chm- 
MexpHHHoro nyxH yl^ xaKoro, hto F{y)F{l^ □ y. B xaKOM cjiynae, Y = fiF{y)F{le)f2, 

62 = /i H ei = F{Qf2- 

ToTjxa. XY = diB{x)F{y)F{le)f2, to ecxt /i/g ^ S{XY). KpoMe xoro, F{lile) SBjiaex- 
ca HaiajioM cjioBa F{li)ei = B{x)F{y)ei, Koxopoe, b cboio oHepe;i,b, sBjiaexca nanajioM 
B{x)F{y)F{z) = F{1'). Cjie;];oBaxejit.Ho, lilg - nanajio IIpoxHBopeHHe. 

Tenepb ^^OKaaceM, hto 2 Bjienex 1. 

Tax KaK xy - HepacniHpHeMbm nyxb b S{XY), ay- HepacniHpaeMbm nyxb b Y, XY 
HMeex BH^ XY = diB{x)F{y)d2, a Y HMeex bh^ Y = eiF{y)e2, npaneM \di\, \ei\ < /max- 
Tax KaK CioM < C^{CnM - CwM), xo rfs = eg. 

AnajiorHHHo, YZ = fiF{y)F{z)f2, r^e /i = ei. Tor^a XYZ = diB{x)F{y)F{z)d2, a 
sHaHHx, F{1) □ F(/') = F{xyz) □ XyZ. □ 

JleMMa 7.5. Cym,ecm6yem manasi euHUCAUMasi (pyHKV^usi Cper : N x N — !■ N, "^mo ec- 
Au Crec ^ ospaHUHumeAh peKyppeHmHocmu Oasi ceepxcAoea W , S - cxeMa Po3U Bah 
ceepxcAoea W, a W nepuoduHHO c dAUHou nepuoda, ne npe6ocxodfim,eu KM, sde M - 
Macmma6 cxcmu, mo e cxeMe S dAH awBoso donycmuMoeo nymu ezo peBepnan sanuch 
nepuoduHHa c dAUHOu nepuoda, ne npe60cxodfim,eu Cper{Crec, K) . 

SaMenaHHe 7.6. CuumaemcR, umo noHeuHoe cAoeo aabaabaabaaba nepuoduuno c dAu- 
Hou nepuoda 3. 

/^OKasameAbcmeo. HycxB s - ^onycxEMtiii nyxb, ^jinna Koxoporo ^ocxaxoHHO BejiHKa. 
Hafi^exca s' - ^onycxHMbiH nyxb, aBjiaiomHHca nanajioM sxoro nyxH h xaKoli, hxo ^jinna 
ero cjioBa F{s') jieacHX b npoMeacyxKe [KM; K M + Cio{Crec) M]. Ecjih flBa no;];cjioBa cjio- 
Ba W HaHHHaioxca na F{s'), xo o;i,ho hs hhx aBjiaexca nanajiOM ;];pyroro. Cjie;];oBaxejibHO, 
ecjiH ^Ba flonycxHMbix nyxH hmciox o6iri;HM nanajiOM s', xo o;i,hh h3 hhx SBjiaexca nanajiOM 
flpyroro. Ecjih jiJinHa neKoxoporo Ho;];cjioBa W ne Menbrne 2Crec{K + CiQ{Crec)) M , xo sxo 

HOflCJIOBO CO^epJKHX XOXH 6t>I JlBa BXOJK^eHHa CJIOBa F{s'). BOSBMCM XaKOe MHHHMajIbHOe 

Hanajio s" nyxn s, hto \F{s")\ > 2Crec{K + Cio{Crec))M . Hs MHHHMajiBHocxH s" cjie^yex, 
Hxo |F(s")| < 2Crec{K + Cio{Crec))M + Cio{Crec)M. B xaKOM cjiyHae, corjiacHo jieMMe 
ion B nyxH s" He 6ojiee 2C..c(i^+CM(aec))+Cio(a.c) ^-^^^^ 

OneBH^^HO, s' ^2 s". PaccMoxpHM pe6epHyio sanHCb nyxn s. B neii na paccxoa- 

HHH, MeHBHieM, HCM ^'^'-ec(-'^+'^o(CVec))+C'io(C'ree) ^ BcxpCHaiOXCH ^^Be peGepHblX SaHHCH Hy- 

XH s'. A xaK KaK cpe^n jik)6l.ix ^Byx ^onycxHMBix nyxeii, HanHHaron^Hxcii na s', o^hh 
sBjisiexcH HanajioM ^pyroro, xo peGepnaa aanncb s nepnoflHHHa c nepnoflOM, MeHBniHM 

2Crec(-R^+C'l0 (Crec )) + Cl0 (Crec) | — | 
Cll{Crec) 

SaMenaHHe 7.7. B daAbueumeM sanuct Cper{Crec) Sydem oBosHauamh Cper{Crec, 3Cio(Crf 

Onpe^ejieHHe 7.8. Ha6op npoeepounux CAoe nopndna k - 3xo ynopsflOHenHbiii na- 
6op cjioB {qi}, B Koxoptifi bxo^hx %p{Lp^{ai)) fljia Bcex 6yKB ajicJ^aBHxa {oj}, a xaKJKe 
iplip'^laittj)) jxjis BceBosMOJKHBix nap nocjie^oBaxejiBHbix 6yKB cjioBa (p°°{ai). KajK^^aa 
6yKBa aji(|)aBHxa, a xaKace Bce flBy6yKBeHHt>ie cjioBa, 3Bjiaioin;Hec5i noflCJioBaMH (f°°{ai), 

HaSOBCM UCmOHHUKaMU. 

^jiH jiK)6oro k npoBepoHHbix cjiob nopH;i,Ka k cxojibko jkc, ckojibko h hcxohhhkob. 
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riycTb W = '0(v9°°(ai)), r^e no^cxaHOBKa (p npHMHTHBHas. HanneM cxpoHTb ajiro- 
pHTM, onpe^ejiaiomHH ero nepHOflHHHocxb. 

HpejK^e Bcero OTMexHM, hto Bce hctohhhkh, corjiacHO 12. 4^ naxo^jiTCJi ajiropHTMHHe- 

CKH. 

JleMMa 7.9. [5'] Uo npuMumuenoMy MopcpusMy (p aAzopumMuuecKu Haxodsimcsi manue 
HucAa Ci > 0, C2 > 0, umo Bar Henomopodo Aq > 1 C'lAg < \(j)^{aj)\ < C2AQ Bar awBux 
k u 6yK6u ttj. 

CjieflCTBHe 7.10. Momcho naumu manue noAOMcumeAtHue C14, C15, umo e Ha6ope npo- 
eepoHHUX CAoe c HOMepoM k dAuna ah)6oso CAoea q ydoeAemeop^em deounoMy nepaeen- 
cmey C^Ag < \q\ < CisAg. 

JleMMa 7.11. /3 Uo npuMumuenoMy (f u npouseoAbHOJuy ip aAsopumMunecKU naxo- 
dumcfi HUCAO Crec, fieAfi}om,eecfi ozpaHUHumeAeM peKyppeHmHocmu ceepxcAoea '0((/j°°(ai)). 

SaMenaHHe 7.12. /Jasi ecex eeedennux panee (^yuKyuu (nanpuMep, C5) mu 6ydeM nu- 
camh C5, nodpasyMeeasi C^lCrec), ^de Crec ^ euHUCAenHuu Bar W nonasameAh penyp- 
peHmHocmu. 

Onpe^ejieHHe 7.13. Onpe^ejiHM ocHacrriKy {S, k). S^ecb G N - nopa^oK ocnacTKH, 5* 
- npoHyMepoBaHHaa cxena Posh. JXjis nojiyneHHa ocnacTKH 6epeTca naGop iipoBepoHHbix 
cjioB nopa^Ka k h ^jih KajK^oro npoBepoHHoro cjioBa Qi paccMaxpHBaeTca Ha6op nyxeii 
S{qi). KajK^biH nyxb b cxeMe aa^aexca mojkho sa^axb ynopaflOHeHHbiM naGopoM hhccji - 
HOMepaMH peGep. 

CaMa ocHacxKa - 3xo cjie;];yioiri;HH Ha6op HHcjDopMaitHH: 

1. oGjierneHHasi nyMepoBaHHas cxena S (xo ecxb 6e3 cjiob, ho c H;HcJ)epKaMH na pe6- 
pax), 

2. /I,Ji5i KajK^oro HcxoHHHKa Pi yKasbiBaexcH, KaxHe nyxH naxo^axca b MHOJKecxBe 
S{il}{(p^{pi))). riyxH yKasbiBaioxca na oGjierneHHofl nyMepoBaHHoii cxeMe 5" ynopa- 
pp^emnAMR HaGopaMH HHceji. 

Onpe^ejieHHe 7.14. PasMep ocHacmKu - MaKCHMajibHaa ^jinna (b pe6pax) no bccm 
nyxaM hs S{qi) ^Jia Bcex - npoBepoHHbix cjiob nopa^xa k. 

SaMenaHHe 7.15. FAfidfi na ocHacrriKy, ee pasMep mu onpedeAumt MootccM. A k (mo 
ecmh nopfidoK npoeepoHHUx CAoe) - ne mochccm. 

JleMMa 7.16. Mochcho naumu manue noAootcumeAbHue Cie, C17 u Cis, '^mo dAH Am6ou 
cxeMU S pasMep ocHacmnu (S, k) saKAmueH Mecncdy Cie jg — Cn u Cisjj. 

/JonasameAhcmeo. /],jiHHa KayKflpro npoBepoHHoro cjioBa, corjiacHo I7.10[ xoxh 6t>i Ci4Ag. 
EcjiH qi - npoBepoHHoe, xo fl^jiRna cjiOBa HepacmnpaeMoro b S{qi) nyxH ne Menee C14AQ — 
— 2C10M. A ;i,jiHHa sxoro nyxn b peGpax cocxaBjiaex, corjiacHo jieMMe 17.3^ ne Menee 

Ci4Ag-2CioM 
C12M 

C ^pyroH cxopoHbi, fljinna cjiOBa HepacmnpseMoro nyxH ne MOJKex 6t>ixt> 6ojit>me 
CisAq, a ero p^jinHa b pe6pax, xax cjie^yex hs jieMMt.i l6.2H ne Moacex Gbixb 6ojiee ^^^M" '-' 

CjieflCTBHe 7.17. Mochcho yKa,3a,mb maKue C19, C20 C'2i; 'Hmo ecAU pasMep ocHa,cmKU 
{S, k) 6oA'bme C19, mo 
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1. PasMep ocHacmKU ne Meubiue, hcm 2CperC. 

2. /Jauhu ecex npoeepoHHUx CAoe cocmaeAfi'mm ne Menee C13M. 

3. JJ,AH Awdou xopomeu mpouKU pe6ep (mo ecmb xopomeu napu pe6ep, coeduneHHOU 
onopHUM peBpoM.) cymecmeyem npoxodfim,uu nepes nee nymb, CAoeo Komopoeo co- 
depotcumcfi eo ecex npoeepounux CAoeax. 

4- PasMep ocHacmnu {S,k) omHocumcsi k pasMepy ocHacrriKU {Evol{S),k) ne 6oAee, 
neM e C20 pas (ecAU, kohchho, Evol(S') cymecmeyem.) 

5. PasMepu ocnacmoK {S, k) u {S,k + 1) omAUHammcfi ne 6oAee, H6M 6 C20 P0i3. 

6. PasMep ocHQcmKU {S,k + C21) 6oAt,me pasjuepa ocHacrriKU {S,k) xomn 6u e dea 
pas a. 

/JoKasameAbcmeo. 1. /],ocTaTOHHO bsstb 6ojibmofi pasMep ocnacTKH. 

2. Hs jieMM rTTBl H 17. IJ] cjienyex. hto ecjiH x - pasMep ocnacTKH, a |g| - pasMep npo- 
BepoHHoro cjioBa q, to \q\ > C14AQ > Cu^CisxM). 

3. CHMMeTpHHHbiH nyxb, nojiyHaiomHHcsi ecxecTBeHHtiM pacmnpeHHeM xopomefi xpoii- 
KH pe6ep cHanajia BnpaBo, a hotom bjibbo, HBjiaeTCH ;];onycTHMt.iM h ero cjiobo HMeeT 
jlJinHy He Gojiee 3/max < SCiqM. Ecjih npoBepoHHoe cjiobo q HMeeT p,JinHy xots 6t.i 
SCiqMC, Tflfi C - HOKasaxejib peKyppeHXHocxH, to ho^cjiobom q sBjiaexcH h cjiobo 
paccMaxpHBaeMoro nyxn. KaK bh^ho h3 npe^Bi^ymero nyHKxa, BbiGopoM C19 sxoro 
jierKo ;];o6nxbC5i. 



4. Hycxb M H Ml - Macmxa6t.i cxcmbi S h Evol(S'), a x h xi - pasMepbi ocnacxoK. 
CorjiacHo jieMMcEHl Mi < CgM. Tor^a Xi > Ciq^ - Cn > Cig^ - Cn, hto 
npn ;i,ocxaxoHHo Gojibuiom x Gojibine, hcm C'le^f^- 

5. Hycxb X H Xi - pasMcpbi ocnacxoK [S, k) h {S,k + 1). 

Tow C^e^ - Cn < Xi < C.s^- C ^pyroii cxopoHBi, ^ > § > ^. 
TaKHM o6pa30M, Ciq-^^ - Cn < xi < C'ls^^^^^^- 

6. Hycxb X H Xi - pasMcpbi ocnacxoK {S, k) n {S,k + C21). 
Tor;i,a CiQ-^ Cn < xi. C flpyroA cxopoHbi, > 

TaKHM o6pa30M, xi > Cie J^^^ ~ Cn, ^to hc MeHbine 2x npn flocxaxoHHo 6ojit>moM 

C21- 



SaMexHM, Hxo xohhoc SHaneHHe Aq mbi hc snacM, ho h3 jicmmbi rTOl mbi mojkcm naflxH 
Kaxyio-xo on;eHKy CHHsy, ox^^ejiaiomyio ero ox 1, h Kaxyio-xo OLi;eHKy CBepxy. 

□ 

JleMMa 7.18. Ecau pasMep ocnacmKU {S,k) He MeHbUie, HCM Cig, TflO, SHaSl OCHaCTflKy 
{S,k), MOCHCHO cdeAamb xomsi 6u odun us deyx eueodoe: 
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1. CeepxcAoeo W HGAfiemcH nepuoduuHUM u dAuna nepuoda ne npeeocxodum MCperCiQ, 
gde M - Macmma6 cxcmu S. (SaMemuM, umo no ocHacmne ov^eHumt M mu ne mo- 
MCCM, man nan e ocnacmKe ucnoAbsyemcfi oBAezHCHHafi cxeMa). 

2. Bueod moM, nanoea ocnacmKa {S, A; + 1). 

/^OKasameAbcmeo. HycTb R - pasMep ocnacTKH {S, k). CpeflH nyxefi ocnacTKH ecTh nyxb, 
y KOToporo R > 2CperC pe6ep. Hocmotphm na ero peGepnyio aanncb h onpe^ejiHM, sbjih- 
excH JiH OHa nepHOflHHHOH c ajthhoh nepnofla, ne npeBocxo^ameH Cper- Ecjih SBjisexca, to 
B W BCTpenaexca u'" ^jih neKOToporo u, npn stom ^jinna \u\ < MCper C'lo- Mojkho c^e- 
jiaxt. nepBbiii bbibo^ (o nepeo^HHHOCTn) , xaK KaK C jiio6oe cjiobo ^jihhbi | u \ BCTpenaexcH 

B U . 

JXajiee cHHxaeM, hto peGepnaa sanHCb sxoro nyxH ne HBjiaexca nepHOflHHHofi. B xa- 
KOM cjiynae h3 jieMMBi 1731 cjienyex. hto jihGo W HenepHOflHHHo, jih6o ero MHHHMajibHbiit 
nepHO^ Gojibine, hcm SCiqM, to ecxb BbinojiHeno xpext>e ycjioBHe jieMMbi 17.41 

JXjis xoro, HxoGbi ysnaxb ocnacxKy {S,k + 1), nyjKHO ^jih Kaac^^oro HcxoHHHKa Pi 
onpe;i,ejiHXb mhojkccxbo nyxefi b S{ilj{Lp^~^^{pi))). CorjiacHO jieMMe 17. 1 7^ pasMep ocnacxKH 
{S,k + 1) He 6jfl^eT Gojitme C2oR- HoaxoMy ^ocxaxoHHo npoBepnxB npHHafljiejKHocxb k 
S{il!{Lp^^^{pi))) ^jia Kaac^oro cHMMexpHHHoro nyxH c ne 6ojiee, hcm C20-R peGpaMH. 

riycxB ip{pi) = tti^tti^ ■ ■ - tti^. 

= V'(/(a.J)^(/(a,J) . . . ^{if'M). 
KaJK^aa hs 6yKB Oj^, a^j, . . . , aj^. jiBjiaexcji hcxohhhkom. TaKJKe HcxoHHHKaMH jibjih- 

IOXC5I (Xi-^(Xi2^ ^22^^3 5' ' ' ' ^ik—l^^k' 

CorjiacHo jieMMe UTTl ^jihhbi cjiob ^ J), '(/'((/^'^(ajj)), ip^Lp'^^ai^)) ne Menee C13M, 
noaxoMy ^jih cxcmbi S, cjiob ^((/?'^(aij), i/jlf^lai^)), 'ip{(p''{ai.J) h npoHSBOjiBHoro CHMMex- 
pHHHoro nyxH / Bbinojinaioxcii ycjiOBHa jicmmbi 17.41 

H3 ocHacxKH {S, k) HaM HSBecxHbi cjie^yromne MHoacecxBa nyxeli: 

5(^(/(a,J)V'(/(a,J)), 5(^(/(a,J)^(/(a,3))), 5(^(/(a,J)). 

B KajK^oM H3 3XHX MHOJKecxB HaxoflHM MaKCHMajiBHbie no BKjiioHeHHio 3jieMeHxt>i - Hepac- 
mnpaeMBie nyxH. 

CHMMexpHHRbiH nyxb / npHHa^JieJKHX MHOJKecxBy S {ipl^p^ (aij^ai^ai.^))) xor^a h xojibko 
xorfla, Korfla cym,ecmeyem maKou cuMMempuHHUu nymt, I' , umo I \Zl' , a I' pasdueaemcH 
Ha mpu nacmu x,y u z manue, nmo xy - HepacmupHCMuu nymt dAR S{'il){Lp^{ai^ai2))), 
yz - dAsi S{ilj{(p^{ai2ai^))) , ay- dAH S{tl){(p^{ai2))). A 3x0 cbohcxbo jiexKo npoBepaexca 
no ocnacxKe {S,k). 

Hocjie onpe;];ejienHH MnojKecxBa S{iIj{lp^ [aij^ai^tti-J)) BocnojibsyeMCH jieMMOH l7.4[ npn- 
MenennoH k cjioBaM ip^ip^^ai^ai^)), il){Lp^{ai^))^ il){Lp^{ai^)) n anajiornnnbiM cnocoGoM onpe- 
^ejiHM MnojKecxBo S{;tl){ip^{ai^ai2ai.j^ai^))). 

HoxoM onpe^ejiHM MnojKecxBo S{ip{Lp^ {ai^ai^tti^ai^ai^))) n, ^eiicxBya noflo6nt.iM o6pa- 
30M, flo6epeMC3 flo S{ip{(f''{ai^ai2 . . . a^J)). 

□ 

JleMMa 7.19. Ecau pasMep ocnacmKU {S,k) ne Menee Cig, mo no ocnacmKe {S,k) od- 
nosnauno onpedcAfimmcfi nAoxue napu pe6ep, a manofce onpedcAfiemcR, eufieum au sac- 
Mcnmapnafi aeoAWV^UR nepuoduunocmh CAoea W. Ecau ne eufieum, mo onpedcAfiemcH 
ocnacmKa {Evo\{S),k). 
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/^OKasameAbcmeo. Ha jieMMbi 17.171 cjieflyex, hto no ocnacxKe onpe^ejiaexca MHoacecxBO 
xoponiHX H njioxHX nap pe6ep: no xoponiHM xpoiiKaM pe6ep nyxn h3 ocnacxKH npoxo- 
fl^sT, a no njioxHM - nex (xaK KaK Bce nyxn b ocnacxKax ^onycxHMBie). Cjie^OBaxejitno, 
onpe^ejiHexca, cyniecxByex jin Evol(S') n Kaxaa y Evol(S') (b cjiynae cyniecxBOBanna) 06- 
jiernennaa nyMepoBannaa cxeMa. CHMMexpHnnbie nyxn b £¥01(5*) cooxBexcxByiox nexo- 
xopbiM cHMMexpHHHbiM nyxsM B S c xeMH jKe cjioBaMH. Hpn 3XOM Mbi MOJKCM yxasaxB 
cooxBexcxBHe, rjia^^a jinnib na oGjierneKHbie cxeMbi. TaKHM oGpasoM, fl^jis KajKfloro chm- 
Mexpnnnoro nyxn b oGjiernennon nyMepoBannoii cxeMe Evol(6') no ocnacxKe (5', k) Moacno 
onpe;];ejiHXb, KaKHM ns Evol{S){Ai) 3xox nyxb npHna;],Jie>KHX. (3;i,ecb Ai - npoBeponnbie 
cjioBa nop5i;];Ka k). □ 

CHMMexpnnnbiM nyxHM b Evol(S') cooxBexcxByiox CHMMexpHnntie nyxn b S c xcmh >Ke 
cjiOBaMH, npn sxom b Evol(S') nyxn ne ^^jinnnee, neM cooxBexcxBenntie nyxn b S. Cxajio 
Gbixb, pasMep ocnacxxn (Evol(S'), k) ne Gojiee, neM pasMep ocnacxKH (5*, A;). 

SanycxHM ocnoBnyio nacxb ajiropnxMa. Bosbmcm T = 2Ci9C^^\ HocxpoHM Kaxyio- 
HnGy^B cxeMy Posh h BosbMeM xaKoii nopa^oK npoBeponntix cjiob, nxoGbi pasMep ocnacx- 
KH Gbiji ne Menee T. J\ajiee 5y^eM pa6oxaxB xojibko c ocnacxxaMn. HepBaa ocnacxxa y 
nac ecxb, a Kaacflaa cnepymuxas ocnacxKa onpe^ejiaexca no npe^biflyn^en. Ecjih pasMep 
ocnacxKH Menee T, to no ocnacxKe Bn^a {S, k) cxponxca ocnacxKa BH^a (5*, k + 1) (one- 
pan,n3 nepexojia onncana b jicmmc IT.lSp . Hnane ;i,ejiaexca onepau;H5i nepexo^a ox ocnacx- 
KH BHfla [S, k) K ocnacxKe BH^a (Evo^S*), k) (onepan;H3 onncana b jieMMe I7.19p . TaKHM 
oGpaaoM, pasMep ocnacxKH nHKor;];a ne ynajieT nnace C19. C flpyroR cxopont.1, pasMep 
ocnacxKH ne no^^nnMaexca Bbime C20T. 

Snannx, pasjinnnbix ocnacxoK b nocjie;i,OBaxejibnocxn ne mojkcx Gbixb Gojibme, ncM 
ncKoxopoe nanepe^i; 3a;i,annoe nncjio H (xaK KaK pasjinnnbix nyMepoBannbix oGjiernen- 
nbix cxeM xojKe Konenno.) CjieflOBaxejibno, ecxb ajiBxepnaxHBa: jih6o ne 6ojiee ncM sa H 
maroB nocjie^oBaxejibnocxt ocnacxoK 3an,nKjinxca:, jih6o ona oGopBexca ne nos^nee mara 
c noMepoM H. 

Ecjih ona oGpbiBaexca, snannx, jin6o b o^hom na nepexoflOB corjiacno jicmmc 17.181 
6t.iji c^ejian bbibo^ o nepHOflnnnocxn, jin6o b o^noM na nepexoflOB corjiacno jicmmc 17.191 
Gbijio oGnapyjKeno, nxo sjicMcnxapnaa 3BOJiK)n;H5i BbiaBjiaex nepno^^nnnocxb. H b xom h 
B flpyroM cjiynae, npocjie^nB nepexo^bi na neo6jiernennt.ix cxcMax, jierKO oGnapyacnxt 
nepno^i; CBepxcjioBa W. 

Ecjih jkc nocjie;];oBaxejibnocxb 3an;HKjiHBaexcH, xo nocjie;];oBaxejibnocxb ocnacxoK ne- 
pnojiRHHa (xaK KaK Kaac^^aa cjie;i,yioiLi;aH onpe;];ejiHexcH no npe;i,L.i^yiu;eH) . Ecjih c hcko- 
xoporo MOMenxa coBepmaioxca xojlbko nepexo^ti xnna {S,k) — > {S,k + 1), xo pasMcp 
ocnacxoK neorpannnenno yBCJinnnBaexcH, nero ne mojkcx Gbixb. Cjie^oBaxejibno, coBep- 
maexca 6ecKonenno Mnoro nepexo^OB xnna {S,k) — )■ (Evol(iS'), A;). To ecxt y CBepxcjioBa 
W GecKonenno Mnoro cxeM Posh. JJpKayKeu, nxo ono nenepno^nnno. 

B caMOM flcjie, nycxb ono nepnoflHHno. Tor^a ^jinnbi Bcex cjiob pa peGpax Bcex cxcm 
oflHOBpeMCHHo orpaHHHeHbi. TaK KaK oGjierHeHHbix cxcm Konennoe hhcjio, xo KaKaa-xo 
cxeMa (KaK rpa(|) co cjioBaMn) ^ojiJKna noBxopnxtcH j^BayKflfii. Ho y KayKflpm cjie;i,yioiLi;eH 
cxeMbi MnoJKCcxBO CJIOB Bcex CHMMexpnnnbix nyxefi corjiacno 14.31 cxporo co^^epxcnxca b 
anajiornnnoM MnoacecxBe fljia npe;];biflyru;eH cxcmbi. 

TaKHM o6pa30M, npoGjiCMa nepnoflnnnocxn ^jih npnMHXHBHbix Mop(|)HnecKHX cjiob 
paapemHMa. 
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